BORIS APSEN 



PETITORIJ 




LEMENTARN 




MATEMATIK 




TEHNlCKA KNJIGA • ZAGREB 



Znak: 7703 S 



Izdanje: 

Prof, dr ing. BORIS AiPSEN 

REPETITORIJ ELEMENTARNE MATEMATIKE 

Jzdavat: 

TEHNlCKA KNJIGA, izdavafko poduzete 
OOUR IZDAVACKA DJELATNOST 
ZAGREB, JuriSrteva 10. 

Za izdauafia; 

Glavni urednik ing. ZVONIMIR VISTRlCKA 
Tisak: 

STAMPARIJA »OBOD«, CETINJE 



TisaK dovrSen: 
U SVIBNJU 1977. 



PROF. DR ING. BORIS APSEN 



REPETITORIJ 
ELEMENTARNE 
MATEM ATIKE 



ARITMETIKA, ALGEBRA, GEOMETRIJA 
(PLANIMETRIJA I STEREOMETRIJA) 
GONIOMETRIJA, TRIGONOMETRIJA 
I ANALITlCKA GEOMETRIJA 

X I Z D A N J E 



TEHNICKA KNJIG A 

ZAGREB 



S A D R 2 A J 

I. ARITMETIKA I ALGEBRA 

§ 1. Razlomci n 

1. Opdenito o razlomcima H 

a) obiSni razlomci H 

b) Decimalni razlomci , .. ......]]......,. [ n 

c) Pretvaranje obidnog razlomka u decimalni. Periodski decimalni 
razlomci 12 

d) Pretvaranje decimalnog razlomka u obi£ni 14 

2. ProSirivanje razlomaka 15 

3. Skracivanje razlomaka. Najveca zajednitfka mjera 15 

4. Zbrajanje i oduzimanje razlomaka. Najmanji zajednicki visekratnik 16 

5. Mnozenje razlomaka 18 

6. Dijeljenje razlomaka 19 

7. Dvostruki razlomci 21 

§ 2. Operacija s opcim brojevima 23 

1. Zbrajanje i oduzimanje 23 

2. Mnozenje 23 

3. Dijeljenje 24 

4. Potenciranje 26 

a) Cijeli pozitivni eksponenti 26 

b) Cijeli negativni eksponenti 28 

5. Vadenje korijena 29 

§ 3. Potencije s razlomljenim eksponentima pozitivnim i negativnim 34 

§ 4. O brojevima 36 

1. Realni brojevi; racionalni i iracionalni 36 

2. Imaginarni i kompleksni brojevi 37 

§ 5. Rastavljanje polinoma i binoma u mnoziteljc 38 

§ 6. Racionaliziranje nazivnika 39 

§ 7. Razmjer (proporcija) 41 

§ 8. Trojno pravilo 43 

§ 9. Postotni ra£un 45 

§ 10. Potenciranje binoma, binomni poucak, kvadrat trinoma i polinoma 48 

§ 11. Jednadibe 51 

1. Opda pravila 51 

2. Linearne jednadzbe 51 

a) Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom 51 

b) Sustav od dvije linearne jednadzbe sa dvije nepoznate 52 

c) Sustav od n linearnih jednadzbi sa n nepoznanicama 55 

5 



3. Kvadratne jednadibe 56 

a) RjeSavanje kvadratne jednadibe 56 

b) Rastavljanje kvadratne jednadibe u mnoZitelje 59 

4. Jednadibe viSeg stupnja, koje se svode na kvadratne 60 

a) Bikvadratne jednadibe 60 

b) Reciprofine ili simetrifne jednadibe 61 

c) Binomne jednadibe 63 

§ 12. Nejednadibe 66 

1. Pojam i osnovna svojstva nejednadibi 66 

2. Rje§avanje odredbenih nejednadibi 

a) Opdenito 69 

b) Nejednadibe prvog stupnja sa jednom nepoznanicom 69 

c) Sustavi nejednadibi prvog stupnja 71 

d) Nejednadibe drugog stupnja 73 



§ 13. Nizovi (slljedovi) 

l) Aritmetifki niz 

2. Geometrijski niz 

a) Konafni geometrijski niz . . 

b) Beskonafni geometrijski niz 

§ 14. Pribllfno ra£unanje 

1. Logaritmiranje 

2. Skraceno mnozenje 

3. Skraceno dijeljenje 



II. GEOMETRIJA 



§ 1. Planimetrija 



69 



76 

76 
77 

77 
78 

80 

80 
88 
89 



§ 15. Kamatno-kamatni rafun 91 

1. Slovene kamate 91 

2. SadaSnja i konafna vrijednost glavnice ulozene uz slozene kamate . 91 

3. Periodske uplate 95 

a) Konafna i sadaSnja vrijednost periodskih uplata 95 

b) Povedanje glavnice periodskim ulaganjem 97 

4. Otplata duga. Anuiteti 98 

5. Rente 100 



1. Trokut 

a) Sukladni trokuti 

b) SliCni trokuti 

c) Cetiri znafajne taCke trokuta 

d) PovrSina trokuta 

e) Pravokutni trokut 

2. Cetvorokuti 

a) Parelelogram 

b) Pravokutnik 

c) Kvadrat 

d) Romb 

e) Trapez 

f) Deltoid 

g) Tetivni £etverokut 

h) Tangentni detverokut 

3. Mnogokuti (poligoni) 

a) Opdenito 

b) Pravilni mnogokuti 



105 

105 

105 
106 
107 
107 
107 

108 

108 
108 
108 
108 
109 
109 
109 
109 

110 

110 
110 



6 



4. Kruinica 119 

a) Kutovi u kruznici H2 

b) Sekanta i tangenta "[ U2 

c) Opseg i povrSina 113 

§ 2. Stereometrija (opIoSje i obujam) 114 

1. Cavalierijev stavak 114 

1. Izra£unavanje oploSja i obujma (volumcna) tfeomctrijskih tjelesa . . 114 

a) Prizma ng 

b) Piramida * * ng 

c) Valjak 116 

d) Stoiac 117 

c) Priblizno izra£unavanjc obujma krnjc piramide i krnjeg stoSca .. 118 

f) Kugla i njezini dijolovi 119 

III. GONIOMETRIJA I TRIGONOMETRIJA 

§ 1. Dcfinicija goniometrijskih, trigonomctrijskih ili cirkularnih funkcija .. 121 

§ 2. ProSirenje definicije goniometri jskih funkcija 125 

Predo£avanje goniometri jskih funkcija duzinama u jedini£noj kruznici 125 

Ncke vrijednosti goniometrijskih funkcija 127 

§ 3. Negalivni kutovi 131 

§ 4. Veza izmcdu goniometrijskih funkcija istog kuta a 132 

§ 5. Prijelaz na Siljate kutove 134 

§ 6. Funkcije zbroja kutova (teorem adtcije) 136 

§ 7. Funkcije razlike kutova 137 

§ 8. Funkcije dvostrukog i polovi£nog kuta 13H 

§ 9. Zbroj i razlika sinusa i kosinusa predoceni umnoskom 141 

§ 10. Umnozak sinusa i kosinusa predocen u obliku zbroja i razlike 142 

§ 11. Izra£unavanje vrijednosti goniometrijskih funkcija iz zadanog kuta ... 143 

§ 12. RaCunanje vrijedenosti kuta iz zadane vrijednosti goniometrijske funkcije 145 

§ 13. RjeSavanje pravokutnih trokuta 149 

1. Odredivanje kateta 149 

2. Odredivanje hipotenuze 149 

§ 14. RjeSavanje kosokutnih trokuta 152 

1. Obiini slu£ajevi rjesavanja kosokutnih trokuta 152 

a) Sinusov pouCak 152 

b) Kosinusov poudak 153 

c) Tangensov pou£ak 154 

d) Primjena sinusova, kosinusova i tangensova poucka za rjeSavanje 
kosokutnih trokuta 155 

2. Slo2eni sludajevi rjesavanja trokuta. Mollweideove jednad2be 159 

§ 15. Ploitina trokuta 1« 2 

IV. ANALITICKA geometrija u RAVNINI 

§ 1. Koordinatni sustavi i njihova veza 165 

1. Pravokutni koordinatni sustav 165 

2. Polarni koordinatni sustav 106 

3. Veza izmedu polarnih i pravokutnih koordinata 167 

■ 

7 



169 



2. Transformacijc pravokntniji koordinata 

1. Translacija koordinatnog sustava dui osi X 169 

2. Translacija koordinatnog sustava dui osi Y 169 

3. Translacija koordinatnog sustava dui osiju X i Y 169 

4 Vrtnja koordinatnog sustava oko ishodiSta za kut a 170 

5. Translacija koordinatnog sustava dut osiju X i Y i vrtnja za kut a . 170 

3. Udaljcnost dviju taiaka 172 

4. Koordlnate ta£ke koja dijeli zadanu duiinu u zadanom omjeru m : n . . 173 

177 



5. PloStlna trokuta . . . 

6. Jednadiba krivulje 

7. Pravac 



179 
180 

180 



1. Jednadibe pravca 

a) Eksplicitni oblik jednadibe pravca 180 

b) Konstrukcija pravca I 82 

c) Op<fi ili implicitni oblik jednadibe pravca 184 

d) Segmentni oblik jednadibe pravca 185 

e) Normalni ili Hesseov oblik jednadibe pravca 186 

f) Jednadiba pravca kroz zadanu taiku T, (x lf y x ) 190 

g) Jednadiba pravca kroz dvije zadane taCke T x (x„ y x ) i T t (x„ y t ) 190 

2. Usporednost dvaju pravaca: 191 

3. PresjeciSte dvaju pravaca 192 

4. Kut dvaju pravaca 193 

5. Okomitost dvaju pravaca 194 

6. Udaljenost tafke od pravca 195 

7. Simetrala kuta 198 



8. Kruinica 200 

1. Definicija 200 

2. Jednadzbe kruznice 200 

a) SrediSnja jednadzba kruznice polumjera r 200 

b) Opda jednadzba kruznice 201 

3. Pravac kruinica 203 

a) Polozaj pravca spram kruznice. Uvjetne jednadibe 203 

b) Jednadzbe tangente i normale povudenih u zadanoj ta£ki kruinice 207 

c) Jednadzbe tangenta povufienih iz zadane tacke izvan kruznice . . 210 

4. Popis formula i upute za rjeSavanje zadataka u vezi s kruznicom . . 217 

i 9. Elipsa 220 

1. Definicija elipse. Kontrukcija iariSta i same elipse 220 

2. Linearni i numeri£ki ekscentricitet elipse. Parametar elipse 221 

3. Jednadzbe elipse 222 

a) SrediSnja jednadiba elipse 222 

b) VrSna jednadzba elipse 224 

c) Jednadzba elipse, kojoj je srediSte u tafki S, (p, q), a osi su uspo- 
redne s koordinatnim osima 225 

4. Pravac i elipsa 227 

a) Uvjetna jednadzba 227 

b) Jednadzbe tangente i normale povudenih u zadanoj ta£ki elipse 228 

c) Konstrukcija tangente u zadanoj taiki elipse 228 

d) Jednadzbe tangenata povuCenih iz zadane taCke izvan elipse .... 230 

e) Konstrukcija tangenata povudenih iz zadane tadke izvan elipse . . 233 

5. Svojstva polare. Konjugirani promjeri elipse. Konstrukcija elipse iz 
zadanog para konjugiranih promjera 233 

6. Apolonijevi teoremi 235 



8 



7. Pribliina konstrukcija elipse. Polumjeri zakrivljenosti elipse u vrho- 
vima. PloStina elipse 236 

8. Popis formula i upute za rjeSavanje zadataka u vezi s elipsom 237 



§ 10. Hiperbola 



239 



1. Definicija hiperbole. Linearni i numeriCki ekscentricitet 239 

2. Konstrukcija iariSta hiperbole i hiperbole same. Parametar hiperbole 240 

3. Jednadibe hiperbole 241 

a) SrediSnja jednadzba hiperbole 241 

b) VrSna jednadiba hiperbole 242 

4. Pravac i hiperbola 243 

a) Asimptote hiperbole i njihova konstrukcija 243 

b) Jednadzbe tangente, normale i polare povu£enih u zadanoj ta£ki 
hiperbole 246 

c) Konstrukcija tangente u zadanoj ta£ki hiperbole 247 

d) Jednadzbe tangenata povu£enih iz zadane taCke izvan hiperbole 247 

e) Konstrukcija tangenata povudenih iz taCke izvan hiperbole 252 

5. Jednadzba istostrane hiperbole s obzirom na koordinatni sustav, £ije 

se osi podudaraju s asimptotama hiperbole 252 

6. Popis formula i upute za rjeSavanje zadataka u vezi s hiperbolom . . 253 



§ 11. Parabola 



255 



1. Definicija i konstrukcija parabole. Njen parametar i numeriiki 
ekscentricitet 255 

2. VrSna jednadzba parabole 256 

3. Pravac i parabola 257 

a) Jednadzbe tangente, normale i polare povu£enih u zadanoj taCki 
parabole 257 

b) Konstrukcija tangente u zadanoj taCki parabole 258 

c) Jednadzbe tangenata povudenih iz zadane ta£ke izvan parabole . . 258 

d) Konstrukcija tangenata povudenih iz tadke izvan parabole 262 

e) Dijametri parabole konstrukcija parabole kojoj je zadan dijametar 

i jedna polara 262 

f) Konstrukcije parabola pomocu tangenata 262 

g) PloStina parabole 263 

4. Popis formula i upute za rjesavanje zadataka u vezi s parabolom 263 

§ 12. Oplenito o krivuljama drugog reda ili presjecima stofca 269 

1 . Presj eci s toSca ^69 

2. Opca jednadzba presjeka stoSca u pravokutnim koordinatama 2/0 

3. Redukcija opce jednadzbe krivulja drugog reda 270 

a) Postupak za elipsu i hiperbolu 270 

b) Postupak za parabolu 27 " 

4. Opca jednadzba presjeka sto£ca u polarnim koordinatama 278 



9 



I. ARITMETIK A I ALGEBRA 



§ 1. RAZLOMCI 



1, OPCENITO o razlomcima 
a) Obicni razlomci 



a 



b 



je pravi razlomak, ako je brojnik a manji od nazivnika b, tj. a < h 



Znak znaci »manji od 



« 



1 2 7 

Npr. — , - , - - itd. su pravi razlomci. 

2 3 8 



a 
b 



je ne pravi razlomak, ako je a ■ b 



Znak znaci »veci od 



3 8 13 

Npr. — 3 y , — itd. su nepravi razlomci. 

Mjesoviti broj je zbroj cijelog broja i pravog razlomka, pri 
cemu se dogovorno ne pise znak + izmedu cijelog i razlomljenog dijela 
broja. 

Mjesoviti se broj pretvara u nepravi razlomak tako da se cijeli broj 
pomnozi s nazivnikom, torn umnosku se pribroji brojnik, pa se tako dobi- 
veni zbroj podijeli s nazivnikom. 



3 3 

Primier: 5 — = 5 i 

7 7 



5-74-3 
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b) Decimalni razlomci 

Razlomak kojem je nazivnik jedinica s jednom 
se decimalni razlomak, pa se radi jednostavnosti pise 
niku odijeli od lijeva na desno *>decimalnom« tackom 



ili vise nula zove 
tako da se u broj- 
ili zarezom toliko 



1 1 



znamenaka, koliko ima nula u nazivniku. U torn slucaju pisanje nazivnika 
postaje nepotrebnim, te se izostavlja. Ima li brojnik manji broj znamenaka 
negoli nazivnik nula, znamenke koje nedostaju zamjenjuju se nulama. 



Npr.: "j^^ 0,3 

3 

— = 0,03 
100 

137 

= 13,7 
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137 . , 

= 0,000137 ltd. 



1 000000 



Decimalni razlomak ne mijenja svoje vrijednosti ako mu se na kraju 
pripisu nule. 

7236000 7236 

Npr. 72,36 = 72,36000, cr c j— = = 72.36. 

1 00000 1 00 



c) Pretvaranje obicnog razlomka u decimalni. Periodski decimalni razlomci 

Obicni razlomak pretvara se u decimalni tako da 
se brojnik podijeli s nazivnikom. 

Tu mogu biti tri slucaja: 

1. Nazivnik obicnog razlomka sadrzi samo mnozitelje 2 i 5 
(10 = 2 -5), odnosno samo 2 ili samo 5. 

U torn slucaju dobiva se konacni decimalni razlomak. 

Npr.: 

11 

- =11 : 80 = 0,1375 
80 

110 

300 (80 = 2 • 2 ■ 2 • 2 ■ 5). 

600 

400 
0 

1 

Pamti: — = 0,5 

2 

1 

4 

3 
4 

1 

8 



0,25 



0,75 



0,125. 
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2. Ako nazivnik obicnog razlomka ne sadrzi mnozitelje 2 i 5, dolazi- 
mo dijeljenjem brojnika s nazivnikom do cisto perio'dskog 
beskonacnog decimalnog razlomka. 



Primjer: 

2 

_ = 2:3 = 0,666 . . . = 0,6 = 0,(6). 

20 
20 

20 
itd. 



Brojke koje se ponavljaju Cine period beskonacnog decimalnog 
razlomka, koji se oznacuje tako da se stave taCke iznad svake znamenke 
perioda ili samo iznad prve i poslednje znamenke perioda ili se Citav pe- 
riod stavi u zagrade. 

3 

— = 3 : 7 = 0,4285714285714 . . . = 0,428571 = 0,428571 = 0,(428571) 

30 
20 

60 
40 

50 

10 
30 
20 
60 
40 
50 
10 

30 
20 
itd. 



3. Ako nazivnik obicnog razlomka sadrzi osim drugih mnozitelja 
takoder mnozitelje 2 ili 5, odnosno 2 i 5, dolazimo dijeljenjem brojnika 
s nazivnikom do mjesovitog periodskog beskonacnog de- 
cimalnog razlomka. 



Primjcri : 

12 

1. - = 12 : 35 = 0,34285714285714 . . . = 0,3428571 = 0,3428571 = 0,3(428571) 

35 

120 

(35 = 5 • 7) 150 

100 
300 

200 
250 
50 
150 

100 
300 
200 

250 
50 
150 
itd. 
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, 11 = 97 • 440 = 0,220(454) = 0,220454 = 0,220(454) 

440 

(440 = 2 • 2 • 2 • 5 • II). 

d) Pretvaranje decimalnog razlomka u obicni 

Tu mogu biti takoder tri slucaja: 

1) Konacni decimalni razlomak pretvara se u obicni 
tako da se u brojnik napise zadani decimalni razlomak ispustivSi deci- 
malnu tacku, a u nazivnik se stavi 1 sa toliko nula, koliko decimalni razlo- 
mak ima znamenaka iza decimalne tacke. 

Primjeri: 

17 

1 0,17=-— 

100 

613 

2. 0,00613 = 



» • - * 



100000 



87 

3 - 5 ' 87 " 5 wo 

587 

lli = — . 
100 



2) Cisto periodski razlomak pretvara se u obicni tako da 
se u brojnik napise period, a u nazivnik broj koji se sastoji od toliko deve- 
tica, koliko ima znamenaka u periodu. 



Primjeri: 

3 

1. 0,3 = 



9 3 



37 

0,37 = - 

99 



3. 7,(013) = 7 



13 
999 



3) Mjesoviti periodski razlomak pretvara se u obicni 
Lako da se u brojnik napise razlika izmedu broja sto ga cine sve znamenke 
zadanog razlomka, i broja koji se sastoji od znamenaka ispod perioda, a 
u nazivnik broj koji ima toliko devetica koliko ima znamenaka u periodu, 
i toliko nula koliko ima znamenaka ispred perioda. 

Primjeri: 

34-3 31 
1. 0,34=- 



90 90 

15438 — 15 15423 

7,15438 = 7 = 7 

99900 99900 



Dokaz postupka navedenog pod 2) i 3) vidi dalje, § 13, 2, b). 
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2. PROSIRIVANJE RAZLOMAKA 



Vrijednost razlomka se ne mijenja ako mu se brojnik i nazivnik po- 
mnoze s i s t i m brojem. 

Prosirivanje razlomka daje mogucnost svodenja dvaju ili vise razlo- 
maka na zajednifiki nazivnik. 

2 7 

Primjer: Koji od razlomaka - - t — ima vecu vrijednost? ProSirimo li prvi 

2 2-4 8 

razlomak sa 4. dobijemo: — = - — . 

3 3-4 12 
8 7 2 7 

Kako je — > — , bit ce i 



12 12 3 12 



Prosirivanjem decimalnih razlomaka opravdava se pripi 
sivanje nula na kraju decimalnog razlomka. 

Npr. 7,9 = 7,90 = 7,900 = itd. 



3. SKRACIVANJE RAZLOMAKA. NAJVECA zajedniCka mjera 



Vrijednost razlomka se ne mijenja ako mu se brojnik i nazivnik po- 
dijele s i s t i m brojem. To svojstvo razlomaka daje mogucnost njihova 
skracivanja. 

Skratiti razlomak znaci podijeliti brojnik i nazivnik s njihovom naj- 
vecom zajednickom mjerom. 

Najveca zajednicka mjera dvaju ili vise brojeva jest onaj 
najveci broj, s kojim mozemo sve zadane brojeve podijeliti bez ostatka. 
Ako su brojnik i nazivnik veci brojevi, odredivanje njihove najvece zajed- 
nicke mjere, s kojom ce se brojnik i nazivnik podijeliti da se razlomak 
skrati, vr§i se tako, da se oba broja napisu jedan uz drugi, pa se trazi 
onaj mnozitelj koji je sadrzan u oba broja, s tim mnoziteljem dijele se 
oba broja, pa se postupak nastavlja dok ide. Trazena najveca zajednifka 
mjera jednaka je umnosku ispisanih mnozitelja. 

924 

Primjer: Neka se skrati razlomak: 



1092 



924 , 1092 

462 , 546 

231 , 273 

77 , 91 

11 , 13 



^ Najveca zajednidka mjera je 2 * 2 • 3 ■ 7 = 84 

3 924 924 : 84 II 

7 



1092 1092 : 84 13 



SkKlcivanje decimalnih razlomaka svodi se na brisanje 
nula na kraju razlomka. 



Npr.: 3,0050700 = 3,00507. 
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4. ZBRAJANJE I ODUZIMANJE RAZLOMAKA. NAJMANJI ZAJEDNlCKI 
VISEKRATNIK 



a) Razlomci imaju jednake nazivnike: 



a 

— + 

c c 



b a + b 



Primjer: 



3 8 5 3 8 - 5 11 — 5 

+ 



17 17 17 17 17 17 



b) Razlomci imaju razlicite nazivnike: 



a c ad cb ad ± be 



b ~ d bd~ db bd 

Prije zbrajanja, odnosno oduzimanja, treba razlomke svesti na z a- 
jednicki nazivnik, tj. treba naci onaj najmanji broj koji 
je djeljiv bez ostatka sa svim n a z i v n i c i m a zadanih 
razlomaka. Drugim rijecima, odredivanje zajednickog nazivnika svodi 
se na odredivanje najmanjeg zajednickog visekratnika za 
sve nazivnike razlomaka koji se zbrajaju, odnosno oduzimaju. Taj zajed- 
nicki nazivnik (ili najmanji zajednicki visekratnik nazivnika) dijelimo 
redom sa svim nazivnicima, pa brojnik i nazivnik mnozimo s rezultatima 
tog dijeljenja, sto je dopusteno jer se vrijednost razlomka ne mijenja ako 
njegov brojnik i nazivnik pomnozimo s i s t i m brojem. Na taj nacin do- 
bivamo sve razlomke jednakih nazivnika, pa ih mozemo zbrajati, odnosno 
oduzimati, tj. imamo slucaj a). 

Pri odredivanju zajednickog nazivnika mogu biti tri sluSaja: 

1. Svi nazivnici zadanih razlomaka nemaju zajedni£kih mnozitelja; 
tada je zajednidki nazivnik jednak umnoSku svih nazivnika. 

Primjer: 

5 n + T " 

Zajedniiki nazivnik: 5-113= 165, jer je 165 : 5 = 33, 165 : 11 = 15, 165 : 3 = 55 

= 3 • 33 _ 7 ■ 15 2 • 55 _ 99 105 1 10 99 - 105 + 1 10 209 — 105 104 
5-33 11-15 3 • 55 ~ 165 " 165 + 1*65 = 165 " 165 = 165 " 

Ukoliko je moguce, treba skratiti razlomak dobiven kao rezultat zbrajanja, 
odnosno oduzimanja. 

2. Svi su nazivnici zadanih razlomaka mali brojevi i imaju zajed- 
meke mnozitelje. U torn slucaju treba ispitati ne bi li najveci nazivnik bio 
bas zajednicki nazivnik. Ako to nije, mnozimo taj najvedi nazivnik sa 2, 
3 itd., dok ne dobijemo trazeni zajednifiki nazivnik. 
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Primjeri: 
1. 



1 



7 11 
12 36 



Zajednicki nazivnik je 36, jer je 36 : 4 = 9, 36 : 12 = 3, 36 : 36 = 1 



27 21 11 27 — 21 



36 36 36 



36 



11 



27 — 32 - 5 



36 



36 



36 



2. 



5 



7 



2 



15 25 



3 



3 



15 



25 nije zajednicki nazivnik, jer broj 25 nije djeljiv sa 15, 25 ■ 2 = 50 takoder, ali 
25 • 3 = 75 je trazeni zajednicki nazivnik, jer je 75 : 15 = 5, 75 : 25 = 3, 75 : 5 = 15 



35 



45 - 35 — 6 - 45 



86 



75 75 75 



75 



75 



86 



75 



= — 1 



11 

75 



3. Nazivnici zadanih razlomaka veci su brojevi. U torn sluCaju za- 
jednicki nazivnik ne mozemo odrediti na gore navedeni nacin, vec treba 
sve nazivnike rastaviti na proste mnozitelje. U tu svrhu pisemo sve naziv- 
nike redom, pa nalazimo onaj prosti mnozitelj koji je sadrzan barem u 
dva zadana nazivnika. S tim mnoziteljem dijelimo ta dva nazivnika, a 
ostale prepisujemo. Postupak nastavljamo dok ide. Trazeni zajednicki na- 
zivnik jednak je umnosku svih ispisanih mnozitelja i brojeva preostalih 
u posljednjem retku. 



Primjer: 



1155 2975 374 



1 



340 

340 
170 

85 
85 

17 



+ 



11 



132 1050 



132 , 
66 , 
33 , 

11 . 



1050 

525 
525 
175 
35 



2 
2 
3 

5 



Zajednicki nazivnik: 2 • 2 • 3 ■ 5 • 17 • 11 • 35 = 392700 

392700 : 340 = 1155, 392700 : 132 = 2975, 392700 : 1050 = 374 



1155 



20825 



4114 



1155 — 20825 + 4114 5269 - 20825 



392700 392700 392700 



15556 



392700 



392700 



15556 
392700 



392700 



Zbrajanje, odnosno oduzimanje decimalnih razlomaka vrSi 
se tako da se ti razlomci potpisuju jedan ispod drugoga, pazeci da desetice 
dodu ispod desetica, stotice ispod stotica itd., pri cemu se kod oduzimanja 
decimalna mjesta koja nedostaju nadopunjuju nulama. 



2 B. Apsen: Repetltorl] elementarne matematlke 
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Primjcri: 



! 25,635 + 1,08 -I- 0,3 - 2 5308,02 — 458,5869 

= 25,635 = 5308,0200 

1 ,08 — 458,5869 

°* 3 4849,4331 
27,015 



3. 5 m 8 cm + 35 cm — 21,8 dm + 388 mm = 5,08 m + 0,35 m — 2,18 m + 0,388 m = 
= 5,818 m — 2,18 m = 3,638 m. 



5. MNOZENJE razlomaka 



a c ac 



b d bd 

Razlomci se mnoze tako, dase posebno izmnoze brojnici, 
a posebno nazivnici, pa se prvi umnofcak podijeli s drugim. Prije mnoze- 
nja vrsi se kracenje. 



Prim j eri : 



3 4 

15 ^ 19 }6 $4 _ 12 

77 * 25 ~ Tf'tf = 35 

7 5 



a a n an 

b H ~ b ' 1 ~ b 



a n a na an 



n • 



b 1 b b b 



odnosno 



broj s razlomkom tako, dases cijelim brojem pomnozi b r o j- 

n i k, pa umnozak podijeli s nazivnikom. Prije mnozenja vr§i se kracenje. 

Primjeri: 

X> 2 2 

5 JO 50 2 

J* 3 3 * 
3 



Mnozenje deciraalnih razlomaka vrsi se bez obzira na 
polozaj decimalne ta£ke, pa se u rezultatu odijeli sdesna nalijevo 
toliko decimalnih mjesta koliko ih ukupno ima u svim mnoSiteljima. 
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Primjer: 

4,36 0,0505 = 0,220180 = 0,22018 

2 + 4 = 6. 

Primjedba. Mnozenje decimalnog razlomka s po- 
tencijom broja 10, tj. brojem koji se sastoji od jedi- 
nice i nula (npr. 10 :l = 1000) svodi se na premjestanje decimalnog 
zareza slijeva nadesno za toliko znamenaka, koliko ima nula u po- 
tenciji broja 10, odnosno jedinica u eksponentu broja 10. 

Primjer: 

2,031 - 10000 = 2,031 • 10 4 = 20310. 

Vidi takoder skraceno mnozenje, § 14, 2. • * 



6. DIJELJENJE RAZLOMAKA 



a d ad 



* 

b d b c be 

Dva se razlomka dijele tako da se prvi razlomak prepise 
kako je zadan, a zatim se pomnozi s reciprocnom vrijedno§cu drugog 
razlomka. Prije mnozenja vr§i se kracenje. 



Primjer: 



4 7 

20 15 _ 20 49 _ }6 0 _ 28 1 
63 *49 63 15 ~ ~ 27 = ^TJ 

9 3 — 

a anal a 

: n 



b b I b n b • n 

Razlomak se dijeli cijelim brojem tako da se njegov 
nazivnik pomnozi s tim cijelim brojem. Prije mnozenja vrsi se 
kracenje. 

Primjer: 

2 

18 18 I _ _ 2 

25' ~ 25 27 ~ 25 -yf ~ 75 ' 

3 — 

Primjedba. Ako je divizor cijeli broj, a dividend je djeljiv tim cije- 
lim brojem, bolje je neposredno podijeliti brojnik tim cjelobiojnim divi- 
zorom. 



Primjer: 



4 



8 . 8:2 4 / 8 8 I ft 4\ 
Polovina od — jc = — : ( — : 2 = — — = - — = — » 

9 9 9 \9 9 2 9 Z 9 / 



2* 
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7 7 / 7 7 7 

ali polovina od - je - ; - : 2 = — - - 



b n - b 



a 

n : — = n • — = — 
b a a 



tako 



mnozenja 



Primjer: 



8 

9 5 7^-5 

72: T =72--= yr 

1 



= 40 



Dijeljenje decimalnog razlomka s cijelim bro 
j e m pokazat cemo na primjerima. 



Primjer 1. 

6,318: 312 = 0,02025 u 6 ide 312 nula puta, piSemo 0 i zarez, u 

780 63 ide takoder 0 puta, pi§emo 0, u 631 ide 

1560 2 puta, piSemo 2, ostatak 7, spuStamo 8 do- 

0000 lje, u 78 ide 0 puta, piSemo 0, dodajemo 

ostatku 0, dijelimo, dobijemo 2 itd. 

Ako pri dijeljenju ne dolazimo do svih nula u ostatku ili ako ne 
trebamo sve decimale u kvocijentu, zadovoljavamo se pribliznom 
vrijednoscu kvocijenta, tj. racunamo s obzirom na potrebni stupanj 
tacnosti samo na potrebne decimale vise jedna. Tu suvisnu decimalu racu- 
namo, da mozemo posljednju pridrzanu znamenku povecati za 1, ako je 
ta suvisna znamenka, koju odbacujemo, 5 ili veca od 5, odnosno ostaviti 
bez promjene, ako je ta znamenka manja od 5. Na taj nacin dobivamo 
tacniju pribliznu vrijednost i mozemo lako pokazati da je apsolutna po- 
greSka tako dobivene priblizne vrijednosti manja od polovine posljednje 
pridrzane decimale. 

Primjer 2: Zadruga je platila 12 komada robe Din 137,50. Koliko je stoji 
1 komad? 

Jasno je da ce zadruga raCunati vrijednost jednog komada robe na paru, 
odnosno na 0,01 dinara tafcno. 

137,50: 12 = 11,458 
17 

5 ^ 0 1 komad robe stoji Din 11,46. 

100 

Dijeljenje decimalnog razlomka s potencijom 
b r o j a 10 svodi se na premjeStanje decimalne tacke sdesna nalijevo 
za toliko znamenaka, koliko ima nula u potenciji broja 10. 



Npr.: 12,638 : 10000 = 0,0012638 . 
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Dijeljenje cijelog broja ili decimalnog razlom- 
ka s decimalnim razlomkom moze se svesti na dijeljenje cije- 
log broja, odnosno decimalnog razlomka s cijelim brojem. To se postizava 
tako da se dividend i divizor, odnosno brojnik i nazivnik, pomnoze s ta- 
kvom potencijom broja 10, da nazivnik bude cijeli broj. 

Primjer: 

312,606 : 0,09 = 31260,6 : 9 = 3473,4. 

Opci primjer za racunanje s decimalnim brojevima 

Drvorezac je napravio od 1 kubnog melra (m s ) drva 1738 igracaka. Koliko ga 
stoji drvo utroseno na 1 igracku, ako je m s drva platio 2500 Din? 

UzevSi u obzir da 1 m ima 100 cm i da je prema tome 1 m 3 = 100 cm • 100 cm • 100 
cm = 1 000000 cm 3 (kubnih centimetara), izraCunajmo: 

1. vrijednost 1 cm 3 drva: 

2500 : 1000000 = 0,0025 Din = 0,25 para 

2. kolicinu drva utrosenog na 1 igracku 

1000000 : 1738 = 575,4 cm 3 

3. vrijednost drva za 1 igracku: 

575,4 • 0,25 = 144 pare = 1,44 Din. 

Vidi takoder skraceno dijeljenje. § 14, 3. 



7. DVOSTRUKI RAZLOMCI 



To su razlomci kojima su brojnik i nazivnik opet razlomci, ili se 
razlomak nalazi samo u brojniku ili samo u nazivniku. Takve razlomke 
lako svodimo na obicne (jednostruke), ako uzmemo u obzir da razlomkova 

crta (>kroz«) zna£i dijeljenje 



a 



b 



a : b 



Primjeri: 

1. 



27 

125 27 3 



125 5 



27 5 



125 3 



9 1 
25 1 



25 



2. 



7 12 

- = 7 : - = 7 

12 35 
35 



35 7-35 



12 



12 



245 5 

= 20 - 

12 12 



3 
4 

8 



3 



: 8 



3 



3 



4-8 32 



Ako se u brojniku i nazivniku nalazi zbroj ili razlika razlomaka, 
dvostruki se razlomak moze rijeSiti tako da ga proSirimo zajednidkim 
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nazivniku 



strukog razlomka. 

Primjer: 



3 2 / 3 2 ^ 3 '5 2 4 

-60 —-fid ffi , _ . 

15 \4 15/ X, 3-15 — 2-4 45 - 8 37 



7 II /7 ll\ 7 5 II 3 7-5 + 11-3 35 + 33 68 

- + - [ - + - -60 - -0 + 

12 20 1 12 2(V J* 2^ 

I I 




■ 
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§ 2. OPERACUE S OPClM BROJEVIMA 



1. ZBRAJANJE I ODUZIMANJE 



a -f- b — b + a 



a + (b + c) = a -\- b + c 
a + (b — c) = a -f ^ — <-* 

fl — (fc + 0 = 

fl_(*_ c ) = 



a 



ft 



6 + c 



(1) 



a +(b — c + d) = a+b — c + d 



a 



b + c — d 



(2) 



Iz (2) slijedi : 

Uklanjanje zagrada. Ako pred zagradom stoji znak plus, 
zagrada se naprosto izostavi, ako stoji minus, svi se pribrojnici uzimaju 



sa suprotnim predznakom, jer je 



+ ( + a) 



(-a) 



+ a; 



(+ a) 



a; + (-a) 



a. 



Primjer: 26x — (7y — 8x) — [8y — (7x + 3y) + (4x — 5y) — llx] = 

= 26x — 7y + 8x — 8y + (7x + 3y) — (4x — 5y) + llx = 
= 26x — 7y + 8x — 8y + 7x + 3y — 4x + 5y + 1 lx = 
= 52x — 4x + 8y — 15y = 48x - ly 



2. MN02KNJE 



a • n 



a + a + a + a-f 



• 1 



+ a (n pribrojnika) 



b = b • a; 



0 = 0 



(3) 
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( + a) • ( + b) = + (ab) 

(+ a) •(—&) = (—a) ■ ( + b) 

(_a) . (— b) = + (ab) 



(a — b + c) - n = an — bn + cn 



(ab) 



(4) 



(5) 



Iz (5) slijedi: 

Algebarski zbroj (polinom), tj. zbroj od vise pozitivnih i 
negativnih pribrojnika, mnozi se s brojem tako da se svaki 
pribrojnik pomnozi s tim brojem. 



( a _5 + c ) • (d — f) = (a— b + c)d — (a — b + c) f 
= ad — bd + cd — af+ bf — cf 



(5a) 



To zna£i: 

Algebarski zbroj mnozi se s algebarskim zbro- 
jem tako da se svi Clanovi prvog zbroja pomnoze 
redom sa svim clanovima drugog zbroja. 



(ab) • c = (ac) • b = (be) * a 



(6) 



Umnozak se mnozi s brojem tako da se jedan 
mnozitelj pomnozi s tim brojem. 



Primjer: 



(5a • 3b) ■ 7 = 5 • 7a • 3b = 5 • 7 • 3 • a - b = 105ab. 



3. DIJELJENJE 



a : b 



a 



b 



0 : 6 = 0 

a : 0 nema smisla 



(7) 



ili 



(+ a) :(+ b) = + (a:b) 
(— a) : (— b) = + (a : b) 
(+ a) :(— b) = (— a) :(+ b) 



a 



a 



b 



b 



a 



b 



(a:b) 



(8) 



(a + b — c) : d = (a : d) + (b : d) — (c : d) 
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Iz (9) slijedi: 

Algebarski se zbroj dijeli s brojem tak.o da se 
svaki pribrojnik podijeli s tim brojem. 

Primjer: (15a — 9b + 3) : (— 3) = — 5a + 3b — 1. 



(a ■ b) : c = (a : c) • b = (b : c) ■ a (10) 

Umnozak se dijeli s brojem tako da se jedan mno- 
zitelj podijeli s tim brojem. 



Primjer: (5x • 36y) : (— 12) = — 5x • 3y = — 15xy. 



Dva se polinoma dijele tako da se najprije njihovi £lanovi 
poredaju po padajucim ili rastucim potencijama jednog slova, a nakon toga 

a ■ ■ A ^ -H- ^ ^ -^k .m. 



se prvi clan divic 
£lanom divizora. 



Primjeri: 

1. (6x< - 19.x 3 - 4.x 2 + 47* - 30): (lv 2 — 7.x + 5) - 3x 2 + s - 6 
± 6x* + 21s 3 ± 15s 2 [ = (2.x 2 — 7x + 5) • 3.x 2 ] 

+ 2 Y 3 _19x 2 + 47x 

± 2.x 3 + 7s 3 4; 5.x [ = (2.x 2 - 7.x + 5)-.x] 

— 12.x- + 42.x - 30 

+ 1 2.x 2 ± 42x + 30 [ = (Ix 1 - 7.x + 5) • (—6)] 

0 

2. (a 3 + b 3 ): (a b) ^ a" - ab + b- 
± a 3 -r a*b [ = (i/ + 6) a 2 ] 

-a*b + b 3 

+ a'fe + afr 2 [ = (a + a*)] 

± a6» ± 6 3 [= (a + 6)-6 2 ] 
0 

61 

3 11 4 3 II 61 1 

3. (3*» - x + 7):(2x + 3) = x - - + = ^x-- t - — ; 

9 

± 3x» ± - x 
2_ 

11 

x +7 

2 

11 33 

=F — * T — 
2 4 

61 
+ 4- 
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4. POTENCIRANJE 



a) Cijeli pozitivni eksponenti 



a 



n 



a 



a n 



a • a - a - a 



osnovka ili baza 

eksponent 

potencija 



a 



1 



* * 



a 



(-a) 



2n 



a (n mnozitelja) 



+ a 



2n 



(10) 



(a — b) 
(-a) 
(a — b) 



(b — a) 



a 



(b-a) 



(ii) 



2n 



oznaka parna (taka) broja. 



(2n + 1) ili (2n 



1) 



oznaka neparna (liha) broja 



Iz (11) slijedi: 

Ako je osnovka pozitivna, potencija je uvijek 
p o z i t i v n a, a ako je osnovka negativna, potencija je 
negativna samo u torn slucaju kad je eksponent ne- 
p a r a n (lih). 



Primjeri: (2) 4 = 2 • 2 - 2 ■ 2 = 16, 



(—2)* = (—2) • (— 2) • (— 2) • (— 2) = + 16; 



(2) 



5 = 



2 • 2 • 2 • 2 • 2 = 32 



(— 2) 5 = (— 2) . (— 2) ■ (— 2) . (— 2) • (—2) 



32. 



a 



m 



or 



a 



m + r 



(12) 



To znaCi: 

Potencije istih osnovaka mnoie se tako da se 
njihovi eksponenti zbroje. 



Primjer: 



14 



a m : a 



a 



m — r 



za m > r 



To znaCi: 



(13) 



Potencije istih osnovaka dijele se tako da se 
njihovi eksponenti oduzmu. 
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Primjer: 



6x 7 : 2x 3 - 3x 7 J = 3x 4 . 



1 



za w 




r — m 



(13a) 



Primjer: 



3.x J : 2x 7 = 



3 



2x 7-3 2jc 4 



cT\a T = cT'.cT 



a m 



a 0 



1; 



:a m = r 



(13b) 



Primjer: 



8x 7 



12-v 



.7 



. 1 — i 



3 



.v u = 



1 



a 



1 



(13c) 



Svaki broj dignut na nultu potenciju jednak je 
1, jer je prema (13b) nulta potencija rezultat dijeljenja potencija istih 
osnovaka i istih eksponenata. 



Npr. : 



(-2) 
(-2) 



8 



- 8 



- I 



ili 



(~2) 3 
(- 2) 3 



= (- 2)»- J = (-2)°= 1 



(ab) 



m 



a m - b m . 



(14) 



Umnozak se potencira tako da se potencira sva- 
ki mnozitelj. 



Primjer: 

[(— 3) ■ 5 • 10] 3 = (— 3) 3 ■ 5 3 • 10 3 = (-r- 27) - 125 - 1000 = -3375000 



a 



b 



m 



a 



m 



b 



m 



(15) 



Razlomak se potencira tako da se posebno po- 
tencira brojnik, a posebno nazivnik. 



Primjer: 



2 5 



32 



3 s 243 



(a m ) r = a m • r 



(15a) 
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Potencija se potencira tako da se eksponenti 
izmnoze. 



Primjer; 



(- 3x\v3*)* = (— 3) 4 • .r 2 ' 4 * y 1 - 4 • z 6 ' 4 = + 81x a .v 4 a M > 



Pazi: Eksponenti se nikad ne potenciraju! 



b) Cijeli negativni eksponenti 



Do potencija 
Ijenju potencija s 
nent, npr.: 



s negativnim eksponentima dolazimo kada pri dije 
istim osnovkama oduzimamo od manjeg veci ekspo 



a 



I 



1 



ili 



a 



a 



a 



a*_ 
a* 



a 3 



a~ 2 , dakle a 



— , odnosno — 



a 



a 



3 , ili opcenito: 



a 



1 



cT 



; or 



i 



a 



(16) 



Potencija s negativnim eksponentom jednaka je 
reciprocnoj vrijednosti potencije s pozitivnim 
eksponentom. 

To daje mogucnost prebacivanja svake potencije iz brojnika u naziv- 
nik i obratno, treba samo promijeniti predznak eksponenta. 



Primjer: 




3z i, 



2>» u 5 
3x^1 



= 2-3 




y u 2 z- 1 = 



1 



2- 1 • lx*y 



Mnozen je 



Eksponenti 
se zbrajajul 



D i j e 1 j e n j e 



Eksponenti 
se oduzimajul 



m . a r 



a 



m . 



a 



m 



a~ T = a 



m — r 



a 



(f/H r) 



a m 


: or T = 


a m+r 


ar 


* :a r = 


a -m-r 


ar 


-m . a -r 


= a— +r 



(17) 



(18) 
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Potenciranje 



(a - b) 



m 



a 



a 



b 




b 



b 



b 



m 



m 



b 



a 



m 



(19) 



Eksponenti 



se mnoze 



! 



(a~ m ) r = a 



(a~ m )- r = a 
(a m )~ r = a~ 



mr 



mr 



(20) 



Pazi: Rezultat raCunanja ne s m i j e sadrzavati 
potencije s negativnim e k s p o n e n t i m a ! 



Primjer: 



(a + b) 




(a + c li 



125 (a + b) 12 c li J 



5d (a — b) 



5 _, ( fl _ fc) 



1H 



(a — b) 
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5. VADENJE KORIJENA 

Ako je zadana vrijednost a potencije x n , tj. a:" = a, tada je osnovka 

x jednaka n-tom korijenu iz vrijednosti potencije a, tj. x = y a, gdje 
je a = radikand, a n = eksponent korijena. Kaze se da je 
vadenje korijena inverzna, tj. suprotna operacija od potenciranja, kao npr. 
zbrajanje i oduzimanje, mnozenje i dijeljenje. Drugim rijecima: 

i z v a d i t i n-ti korijen iz zadanog broja a znaci 
naci takav broj x, kojega j e n-ta p o t e n c i j a, tj. x n , jed- 
naka zadanom broju a. 

Npr.: 

][9= ± 3, jerje (+3) 2 = + 9 i (— 3) 2 =+9 
p=2, jerje 2 3 = 8 

1^81= ± 3, jerje (+3)*= + 81 i ( — 3) 4 = + 81. 
{CTs = _ 2, jer je (— 2) 3 = — 8 
V — 32 = — 2 jer je (— 2) 5 = — 32, 

ali ]/ — 9 ne postoji u realnom podrufiju brojeva, jer nema takvog broja 
aiji bi kvadrat bio negativan. S istog razloga nema realnog znacenja 

npr. ]/— 81. 

Iz navedenih primjera slijedi: 

1. Korijen iz pozitivnog broja moze se uvijek izvaditi, pri cemu je 
rezultat dvoznafian (±) ako je eksponent korijena paran (tak); 
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2. Korijen parnog eksponenta iz negativnog broja nema smisla u real- 
nom podrucju brojeva, dok je korijen neparnog (lihog) eksponenta iz 
negativnog broja realan i ima predznak minus. 

Prakticki se najcesce racuna drugi korijen i to najjednostavnije po- 
mocu logaritamskog racunala* ili logaritamskih tablica (vidi § 14, 1) ili 

tablica kvadrata. 



\r a = a 

\r a = \r a 




n 



a 



(21) 



Posljednja jednakost kazuje da se broj a ne mijenja ako iz njega 
izvadimo n-ti korijen, a zatim ga dignemo na n-tu potenciju, jer smo time 
nad brojem a izvrsili redom dvije inverzne (suprotne) operacije. 



Npr.: 



f = a 2 



x 




a 



m 

n 



(22) 



Korijen iz potencije vadi se tako da se ekspo 
nent potencije podijeli s eksponentom korijen a. 

Primjer: 

3 12 



n 



n 



]/ab 




Vb 



(23) 



Korijen iz umnoska vadi se tako da se korijen 
vadi posebno iz svakog mnozitelja. 

Primjer: 

* & A 15 

l'3I25x lo y* = ]/5*x XQ y™ - 5 a .v 6 .v 5 - 5x».v 3 - 



n 



n 



n 



(23a) 



Vidi od istog pisca: "Logaritamsko rafiunalo 
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Korijeni istih eksponenata mnoze se tako da se 
pod znakom istog korijena izmnoze radikandi 



Primjer: 



^4x» /: ■ V 2x> y z 3 = \> 8x» y* = 2x" y* z 




a 
b 



(24) 



Primjer: 




16 xV 10 y 16.x*y° 

25 z* u» " y 25 s» «" 



4 x» v 5 

5 z u* 



n 



if. 




a 



b 



(24a) 



96x".y a" 




3 x* y 11 z 



96 x 11 



3 




10 



I 



32x lo z" 2 x 1 1 3 



2 x^z 3 



1 



/I 




a 
b 




l 



a 



b 



n 




b 



a 



(24 b) 



Primjer: 



1 



x + y ' 



x + y 
x—y 



n 




np 




n 
r 




a 



m 

r 



(25) 



Vrijednost 
nenti korijena 
istim brojem. 



korijena senemijenja akoseekspo- 
i radikanda pomnoze ili podijele s 



Primjer: 

3 



3 • 2 



2 • 3 



a *-i9 ,,i7 _ 



6 6 6 

V 2» • 2 3 x 18 xjy" y = *V ]/ 2 » - 2 5 xy = 2 xV j^32x>*. 



Ml 



(26) 
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Korijen se potencira tako da se potencira radi 
k a n d. 



Primjeri : 



I. 




3 2U* 




2 x 1 y 



3zu* 



2 5 x 10 y li 
3 i z t u u 



3 

y 2 a • 2' x* * jv» y 
3 3 • 3 1 r> ** u" u 



2 x 3 ^ 



u _ 



3 zu 




4 x y* 



2. 



m 



n 



mn 



yr^yr 



(27) 



Korijen se vadi iz korijena tako da se ekspo 
nenti korijena izmnoze. 



Primjeri: 



3 12 

i. ,n- = yt» = yr. 




V64 



2. 






a • ]fb 



(28) 



Primjeri: 



5 5 5 



m 



m 



2. 



m 





2a' V7 

m 




\2 p a 1 " + 1 



mnp 





"V 2 p a p, + 1 





V 2 P a p,+np+1 




2* a P'+"P+ 1 . 



Pazi: Korijen iz binoma ne mozemo nikada 
i z v a d i t i ! 
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Tako je npr. \/a l + b 2 4= a + b, jer je prema (46): 
( a + 5)2 = a 2 + 2ab + b 2 , anea 2 + b 2 



Znak + zna£i »razlicit od« 



Korijeni se mogu zbrajati i oduzimati samo 
onda, k a d su im jednaki radikandi i eksponenti. 

Primjer: 



3 B. Apsen: RepetitoriJ elementarne matematlke 
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§ 3. POTENCIJE S RAZLOMLJENIM EKSPONENTIMA 

POZITIVNIM I NEGATIVNIM 



Iz (22) slijedi: 



m 



(29) 



Pazi: Nazivnik je eksponent korijena, a brojnik 
eksponent radikanda - 

Primjer: 

*_ 7 7 



a 



m 

n 



I 



1 



a 



m 

n 



n 



i 



' a 



m 



(30) 



Primjer: 



1 



1 



9 



Vazan je i obrat: 



Primjer: 
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1 



1 



n 



V7r 



a 



m 
n 



a 



m 

n 



(30a) 



] 



l 



l 



7 



.. 7 



m p 

a" -a* 



a 



n q 



(31) 



Eksponenti se zbrajaju! 



Primjer: 



6 



— — A f 9 

a 6 -a 7 — a 6 7 _- 



a 



42 



42 



42 

a 2 yj» 



m p m p 

a n : a* = a" * 



(32) 



Eksponenti se oduzimaju 



Primjer: 



3_ J_ 20 



«1 



(a 6)" = a" -b 



m 
rt 



(33) 




a 



m 
n 



m 



b 



(34) 



a 



rr I q 



a 



m 
n 



Eksponenti se mnoze: 

Primjer: 



5 W 
7 / 5 



x 1 5 — .V . 



P 



(35) 



Vidimo, da se bez obzira na to da li su eksponenti cijeli ili razlo- 
mljeni, pozitivni ili negativni, ^ mnozenje potencija s istim 
osnovkama svodi na zbrajanje, dijeljenje — na odu- 
zimanje, potenciranje — na mnozenje, a vadenje — 
korijena — na dijeljenje eksponenata. Takoder vrijede, 
bez izuzetka, za potencije s bilo kakvim realnim eksponentom i sva ostala 
pravila. 

Primjer: 





/ 3 1 \ 


8 




( — — 1 ^ 


8 " 


1 




1 \ 


/ 


a 4 b 2 


15 




4 l 2 

a b " 


15 


4 


a 4 b 


' 2 




4 






4 






4 






I c 5 ) 






I c 5 J 






I J 


/ 



15 



10 b 15 

8 

75 



1 

b* 5 



8 

75 



10 16 



150 ISO 



1 

To 



a 



15 
150 



150 




3* 
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§ 4. O BROJEVIMA 



1. REALM BROJEVI: RACIONALNI I IRACIONALNI 

y a ]e cijeli broj sanio tada, kada je sam radikand a n-ta potencija 

cijelog broj a. Tako su f\ , \ft , \i~9 , . . . ; Y~\ , j/8 , ]T27 , . . . 

cijeli brojevi, dok ]/~2 , j/T , \f~5 , . . . ; /2* , /J , */4~ , . . . nisu ci- 
jeli brojevi. Oni ne mogu biti ni razlomci, jer kvadrat, kub itd. razlomka 
nije nikad cijeli broj, niti beskonacni decimalni razlomci, jer bi se inace 
dali pretvoriti u obicne razlomke. Vadenje korijena vodi nas, dakle, do 
nove vrste brojeva koji se zovu iracionalni brojevi, dok se svi 
ostali brojevi, do kojih se dolazi zbrajanjem, oduzimanjem, mnozenjem 
i potenciranjem brojeva, zovu racionalni brojevi. 

Npr. Yl je iracionalan broj, koji mozemo samo priblizno izradunati. 

Uzmemo li \fl na tri decimale tacno, tj. ]/2 = 1,414, ne znaci to nista drugo 

nego da iracionalni broj lezi izmedu racionalnih brojeva 1,414 i 1,415. 
Mozemo naravno racunajuci daljnje decimale sve vise i vise stezati racio- 

nalne granice u kojima lezi Yl y pa njegovu vrijednost dobiti po volji 

tacno, ali do prave vrijednosti | ,r 2 necemo nikada doci. Iracionalni bro- 
jevi prikazuju se prema tome u obliku beskonacnih ali neperiodskih 
decimalnih razlomaka. Racionalni i iracionalni brojevi cine zajedno skup 
realnih brojeva. Njihov polozaj mozemo predociti na brojnom 
pravcu. 




— + 



Brojni pravac 



Slika prikazuje konstrukciju polozaja iracionalnog broja Vl na 
brojnom pravcu. 

Primjetimo jos da su broj n = 3,14159 ... , broj e = 2,71828 ... , 
modul Briggsovih logaritama M = 0,43429 . . . itd. takoder iracionalni bro- 
jevi, ali njihov polozaj na brojnom pravcu ne mozemo tacno konstruirati 
pomocu sestara i ravnala. 
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2. IMAGINARNI I KOMPLEKSNI BROJEVI 

Znamo vec da drugi korijen iz negativnog broja nema realnog zna- 
cenja, jer je kvadrat pozitivnog i negativnog broja uvijek pozitivan. Tu 
nas vadenje korijena opet vodi do nove vrste brojeva, do i m a g i n a r- 
n i h brojeva. 

Uzima se ovako: 

] — ^ - ]/<,■(— 1) = 1 Hi ■ | -^T - i Ya 

/ (36) 

i = V — 1 = imaginarna jedinica, i 

pri cemu se pretpostavlja da je 

v= (|'~) 2 = — 1, i 

i 
i 

f 

pa je i = i~ * z = — 1 ■ i = — / 

f4 = fa . 4 2 = _ ! . (_ i) = + i ! (36a) 

i 5 = i 4 • z = + 1 • i = i 

itd. j 

Algebarski zbroj realnog i imaginarnog broja zove se k o m p 1 e k- 
s n i b r o j. Npr. — 3 + 2i, opcenito: a -f- bi. 

Dva kompleksna broja, koja se razlikuju samo u predznaku imaginar- 
nog dijela, zovu se konjugirano kompleksni brojevi. Npr. 
— 3 + 2i i — 3— 2i, opcenito a ± bi. 

Do konjugirano kompleksnih brojeva dolazimo rjesavajuci kva- 
dratne jednadzbe (vidi §11- 3). 

Imaginarne i kompleksne brojeve ne mozemo naci na nasem broj- 
nom pravcu, jer taj sadrzava samo tacke realnih apscisa. 

Za predocivanje kompleksnih brojeva potrebna je cijela ravnina 
(imaginarna). 
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§ 5. RASTAVLJANJE POLINOMA I BINOMA U MNOZlTELJE 



am + bn — cm + bm + an 



cn 



(a + b — c) m + (a + b — c) n 



(a + b — c) (?n + n) 



a 2 



b= = (a + b) (a 



b) 



(37) 



a 



b 4 



(a 2 



b 2 ) (a 2 — b 2 ) 



(a 



b) (a 



3 



(a + b) (a — b) (a 2 + b 2 ) 
a-b + ab 2 + b 3 ) 



(38) 



Q 3 + 5 3 _ ( a + b ) ( a 2 _ a5 + b 2) 



(39) 



a 4 + b 4 = ne moze se rastaviti u realne mnozitelje, osim u posebnim slu- 
ca jevima, kada je npr. b = 1 : 



a 4 + 1 



a 4 + 1 4- 2a 2 — 2a* = (a 4 + 2a 2 + 1) — 2a 2 = prema (46) 



(a 



2 -L 



l) 2 



2 a 2 
(a 2 



(a 2 



l) 2 



( ]/ lay 



1 



a | '2) (a 



2 -1- 



1 



prema (37) 
a\f2) 



(39a) 



a 5 + b n = (a I- b) (a 4 — a 3 b -r a 2 b 2 — ab 3 + b 4 ) 

a e + b 6 = (a- + b") (a 4 — a 2 b 2 + b 4 ) 

itd. 



(40) 



a 



3 



b* = (a — b) (a 2 + ab + b 2 ) 



a 



5 



b 5 = (a — b) (a 



4 



a 3 b -I- a 2 b 2 + ab 3 + b 4 ) 



(41) 
(42) 



a 



b« = (a 3 + b 3 ) (a 3 



b 3 ) 



(a + b) (a 2 — ab + b 2 ) (a — b) • (a 2 4 ab 4- b 2 ) 
(a — b) (a 5 4- a 4 b + a 3 b 2 4 a-b 3 + ab 4 4- b 5 ) 

itd. 



(42a) 



Pazi: Ako zadani binom, pa dakle i prvi mnozi- 
telj desne strane predocuje razliku, svi su clanovi 
u drugom mnozitelju pozitivni, a ako predocuje s ta- 
rn u, prvi mnozitelj desne strane predocuje sumu, a 
u drugom mnozitelju predznaci plus i minus slijede 
naizmjence. Usporedi npr. (41) i (39), (42) i (40) itd. 

Primjere vidi § 6. 
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§ 6. RACIONALIZIRANJE NAZIVNIKA 



Ako je nazivnik nekog razlomka iracionalan, tj. sadrzi izraz ili izraze 
pod korijenom, on se obi£no r a c i o n a 1 i z i r a, tj. udeSava se tako da 
se ti korijeni uklone. To se postizava time da se brojnik i nazivnik doti£- 
nog razlomka pomnoze s istim zgodno odabranim izrazom. Pokazimo taj 
postupak na primjerima: 



2. 



3. 



4. 



5. 



][2 Yl-Yl 2 
7 _ 7p _ 7 s /3 lYl 7y^ m 



SY9 5 s /9- 3 /3 SYTI 5-3 
1 3 + 2 1/2 



15 



3— 2Y2 (3— 2 \fY) (3 + 2 ]fl) 

= 3 ± 2l3 = 3 n 
9—8 — 

1 3 — 2IA5 



prema (37) 



3lA7 + 2p" (3 j/T + 2 (3 J/7— 2l/T) 

3 — 2lAT 3^7 — 21/5 



prema (37) 



63 — 20 43 



v ' r 7 ■ = prema (37) 





_ a f(^ + lT C )(p + c) 

6 



39 



Kako je prema (39) 

b + c = [\r b )\ {fcf = (fc + ]Tc) iW- Wc + pi 

prosirujemo drugim mnoziteljem zadani razlomak i dobivamo: 




b -f c 



40 



§ 7. RAZMJER (PROPORCIJA) 



ili: 



Slijedi: 



a : b — 


- c : d 


a 


c 


b 


* 

d 


ad - 


- be 



(43) 



Umnozak vanjskih clanova jednak je umnoSku 
unutarn jih clanova. 



Odatle 



a 



bc_ 
d 



1: 



b 



ad 



(43a) 



Svaki vanjski (nutarnji) clan 
je umnosku nutarnjih (vanjskih) 
ostale vanjske (nutarnje) clanove. 



razmjera jednak 
clanova kroz sve 



Primjer: 



1. Izratunaj x iz 



3a 2 b 15 c 5 : 



led} 8 b 1 d 2 



3a 2 b$b 2 cP 8a 2 6 3 



x = 



7 erf 3 - 15 c* 35c e i 



2. Izratunaj x iz 12a 7 b 3 c = 



5Sd* 
2 ab* c* x 



PredoCivSi zadani izraz u obliku: 



12 a 7 6 3 c 
1 



5c 7 </ 3 



, dobijemo po istom pravilu: 



5 c 1 <P 
36 a^c* 



U razmjeru 
b = Yad 



a : b 



b :d 



srednja geometrijska proporcionala 
ili geometrijska sredina. 



(44) 
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Iz razmjera a : b = c : d slijede novi razmjeri: 

a : c = b : d; 
b : a = d : c 
an : bn = c : d 

— :—= c : a 
n n 

(a± b) : (c ± d) = a : c 

b :d 

(a + b) : (a — b) = (c + d) : (c 
jer za sve te jednakosti vrijedi ad = be. Vidi (43). 
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§ 8. TROJNO PRAVILO 



Mijenja li se jedna velicina zajedno sa drugom, tada se kaze da ta 
velicina zavisi od druge. Tako npr. put sto ga prevali neko vozilo u odre- 
denom razmaku vremena zavisi od brzine tog vozila, ili npr. vrijeme koje 
je potrebno da se izvrSi neka radnja ovisi o broju uposlenih radnika. U 
prvom ce slucaju prevaljeni put rasti s vremenom, jer sto je veca brzina 
vozila, to je veci prevaljeni put. Kaze se: brzina vozila i prevaljeni put su 
upravno razmjerni (upravno proporcionalni). U drugom ce se 
slucaju trajanje rada smanjiti, ako se broj radnika poveca, jer sto je veci 
broj uposlenih radnika, to je kraci rok, u kojem de se doticni posao na- 
praviti. Kaze se: broj uposlenih radnika i trajanje rada su obratno raz- 
mjerni (obratno proporcionalni). Ako je zakon medusobne zavisnosti dviju 
velicina zadan u nekom odredenom slucaju, tada se mogu racunskim putem 
izvesti zakljucci za sve druge slucajeve koji spadaju pod isti zakon. 
Trojno pravilo rjesava zadatke te vrste. Postupak je uvijek isti: 
na temelju podataka zadanog slucaja prelazi se od mnozine na jedinicu, 
a zatim za trazeni slucaj od jedinice na novu mnozinu. 



1. UPRAVNI RAZMJER 

Primjer: 

Auto prevaljuje za 2Vs sata 85 km. Koliki cc put prcvaliti za 5 sati i 48 minuta? 

Uzev^i u obzir da su 5 sati 48 minuta " 5,8 sati (jer je sat 60 minuta, dakle 
6 minuta = 0,1 sat, 48 : 6 ~ 8), rastavljamo zadatak u tri stavka: 

za 2,5 sata auto prevaljuje 85 km 

a za 1 sat auto prevaljuje 85:2,5 = 34 km 

pa ce za 5,8 sati prevaliti 34 . 5,8 = 197.2 km 

Prakti£ki se postupa krace: 

2,5. 85 

5,8 x 

2,5 85 

PiSe se razmjer: = — , 

5,8 x 

pa se ra£una x prema (43a); 

5,8-85 

x = — - 197,2 km. 

2,5 

Po trojnom pravilu vrsi se takoder interpolacija (vidi § 14. 1). 
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2. OBRATNI RAZMJER 

Primjer: 

6 radnika naprave posao za 4 dana. Za koliko ce dana napraviti isti posao 8 radnika? 

6 radnika trebaju 4 dana 

1 radnik treba 4 • 6 = 24 dana 

8 radnika trebaju 24 : 8 = 3 dana. 

Isto, krade: 6 4 

8 x 

— = — (Pazi: nc — , vec obratni razmjcr!) 

8 4 x 4 

6-4 

Odatle prema (43a) x = — = 3 dana. 

8 

Slicno se rjesavaju zadaci za slozeno trojno pravilo. 

Primjer: Mjeseini radun ElektriCne centrale iznosi Din 70. — za 5 2arulja, koje 
dnevno gore 7 sati. Koji ce iznos dose6i raCun ako 11 zarulja gore dnevno 9 sati? 

5 zarulja dnevno 7 sati 70,00 Din 

1 zarulja dnevno 7 sati 70,00 : 5 = 14,00 Din 

1 zarulja dnevno 1 sat 14,00 : 7 = 2,00 Din 

11 zarulja dnevno 1 sat 2,00- 11 = 22,00 Din 

11 zarulja dnevno 9 sati 22,00 . 9 = 198,00 Din 

Isto krace: 5 7 70,00 

11 9 x 

70,00- II • 9 

x - — = 198,00 Din. 

5-7 
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§ 9. POSTOTNI RACUN 



Trebamo rijesiti pitanje: 

Jedna se cesta uspinje na 500 m duljine za 13 m, a druga na 400 m 
duljine za 10 m. Koja cesta ima veci uspon? 

Da bismo mogli usporediti uspone cesta, moramo ih odrediti za istu 
duljinu. Stoga racunamo uspon obiju cesta za 100 m njihove duljine. 
Uspon prve ceste iznosi 13:5 = 2,6 m, a uspon druge ceste 10 : 4 = 2,5 m 
na 100 m. 

Prva cesta ima dakle veci uspon. 

Kazemo: uspon prve ceste iznosi 2,6 posto ili 2,6 procenata i pisemo 
2,6%, a uspon druge ceste 2,5%. 

Postotak (procent) % je dakle broj koji kazuje koliko jedinica 
dolazi na svakih 100 jedinica. 

U postotnom racunu dolaze uvijek tri veli£ine: osnovna svota od 
koje racunamo postotke (u nasem primjeru duljina ceste), postotni iznos 
od osnovne svote (uspon na cjelokupnoj duljini ceste) i postotak ili pro- 
cent (uspon na 100 m duljine ceste). Ako su zadane dvije velicine, treca 
se moze uvijek izracunati. Izracunavanje se vrsi po trojnom pra- 
v i 1 u (upravni razmjer, vidi § 8). 

Pazi: osnovna svota cini uvijek 1 00% ! 
1. Racun postotnog iznosa 

Primjer: 

Koliko je 15% od 480 Din? 

100% ttni 480 Din 

480 



1% Cini 



Din 



100 



480 



15% Cine 



•15 



72 Din. 



100 



Isto, kra6e: 100% 

15% 



480 Din 



x 



100 



480 



15 



, a odatle prema (43a) 



X 



480- 15 



= 72 Din. 



100 
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Opcenito: 

osnovna svota ■ postotak 
Postotni iznos = — • 

2. Racun postotka (procenta) 

Primjeri: 1. Koliko posto Sine 70 m od 420 m? 

420 m tine 100% 

100 

imcini -% 

100 2 
70 m £ine —'70 = 16-% . 

420 3 

Isto, krace: 

420 m 100% 

70 m x 

420 100 

— = — , odatle prema (43a) 
70 .v 

70- 100 2 

x = = 16 - %. 

420 3 

2. 2,5 g kuhinjske soli rastopljeno je u 30 g vode. Koliko procenata soli sadrzi 
otopina? 

Cjelokupna tczina otopine iznosi 30 + 2,5 -- 32,5 g, dakle 

32,5 g 100%> 



2,5 g 



32,5 100 2,5- 100 

= ; a : = = 7,69%. 

2,5 x 32,5 



Opcenito: 



, t , postotni iznos • 100 
postotak = 



osnovna svota 



3. Racun osnovne svote 



Primjer: 

24% mnozinc neke tekucinc i/.nosi 46,86 hi. Kolika je cjelokupna mnozina 
tekucine? 

24% su 46,86 hi 

. 46,86 

1 % je hi 

24 

46,86 

|(X)% su • 100 hl= 195,25 hi. 

24 
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Isto, krade: 



24% 46,86 

100% x 



24 46,86 

= • odatlc prcma (433) 

100 x 

46,86- 100 

x 195,25 hi. 

24 - 



Opcenito: 



postotni iznos • 100 
osnovna svota = 



postotak 

Cesto se mjesto procenata (%) upotrebljavaju promili (%o). Pro- 
mil je broj koji kazuje koliko jedinica dolazi na svakih 1000 jedinica. 

Npr. ako se kaze da uspon zeljeznicke pruge iznosi 15%o, to znaci 
da se pruga uspinje za 15 m na 1000 m duljine. 
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§ 10. POTENCIRANJE BINOMA. BINOMNI POUCAK 

KVADRAT TRINOMA I POLINOMA 



(a ± b) 2 = a 2 ± 2ab + b 2 I (46) 

(a ± b) 3 = a 3 ± 3a 2 b + 3ab 2 ±b 3 j (47) 

Koeficijenti pojedinih clanova razvoja izlaze iz Pascalova trokuta. 

Koeficijenti za potenciju n 

1 0 

1 1 1 

12 1 2 

13 3 1 3 

1 4 6 4 1 4 

1 5 10 10 5 1 5 

1 6 15 20 15 6 1 6 

itd. 

Svaki koeficijent jednak je zbroju dvaju brojeva koji stoje lijevo 
i desno iznad njega. 

Npr. (a + b) 4 = a 4 + 4a 3 b + 6a 2 b 2 + 4ab 3 + b 4 . 

Ako je b negativan, mijenjat ce se u desnoj strani naizmjence + i — , 

jer je (— b) 2 " = + b 2n , 

a (_b)2n + l = _ b 2n + l 

Npr.: 

(a — b) 5 = a 5 — 5a 4 b + 10a 3 b 2 — 10a 2 b 3 + 5ab 4 — b 5 . 

Za razvoj (a + b) n , gdje je n cijeli pozitivni broj, moze se pokazati 
da ce analogno imati (n + 1) ilan, da ce eksponenti od a padati od n do 
0, a od b rasti od 0 do n, tako da ce zbroj eksponenata u svakom 61anu 
iznositi n, i da ce koeficijenti £lanova jednako udaljenih od poCetka i 
kraja razvoja biti medusobno jednaki. 
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Taj razvoj glasi: 



n— 1 



(a + b) n = a" + na ~ b + 



n(n — 1 ) n - 
1 -2 



b* + 



„(„_!)(„_ 2 ) 



1-2-3 



+ 



, w(m— 1) [« — (« — 2)] L „_! 

H ab + 



1-2-3 0 



1) 



| n(n — !)...[„ — („ — i)] 



1-2-3 



n 



Primjer: 



54 S-4-3 5-4-3-2 

(a -f i) s = a* + 5a«6 + — a 3 & 2 -f — a 3 6 3 + fl M + 



1-2 



1-2-3 



1-23-4 



(48) 



5.4.3.2- 1 

+ — — b* = a & + 5a 4 6 + 10a 3 * 3 + I0a 2 b 3 + 5a b* + b". 

I -2-3 -4-5 

Radi kraceg pisanja uvedeni su za binomne koeficijente simboli 



n 



n 



1 



1-2 



n 



2 



n{n-\)(n-2) 
1-2-3 



(citaj »n nad 1«) 



(citaj »n nad 2«) 



3 



itd 



Pri tome racun pokazuje da je: 



n (n 



1 ) (w — 2) (w — 3) . . . . [n — {n — 4)] [n — (w — 3)] 



1-2-3-4 (n— 3)-(« — 2) 



« — 2 



fi(w — 1) 

1-2 



2 



n (n — 1) {n — 2) (n — 3) . . . [n — (n — 3)] [n — (w — 2)] 



1-2-3-4 (« — 2)-(« 



1) 



n-lj 



n 



1 



!)(» — 2)(«— 3) [„-(„-!)] [n — {n 



0] 



1-2-3-4 



(« 



\)n 




1 



op<5enito: 




« (n 



l)(«-2) [ tl -(k-2)] [n-(k-l)) 



n 



1-2-3-4 



n 



k 



/7\ 7-6-5 




8 

8 — 6 



)-(:)-* 



= 28. 



4 B. Apsen: RepetitoriJ elemcntarne matematlke 
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Pazi! 
brojnik (7 
zivnik. 

Sada 
obliku: 



Najprije pi§emo nazivnik (1-2-3, odnosno 1-2), a zatim 
6 • 5, odnosno 8 • 7) koji ima i s t i broj mnozitelja kao na- 

moiemo napisati tzv. binomni p o u £ a k u konadnom 



(a + b)» 



cP + 



a 6 Z + 

3 



a"" 3 6 3 + ... 



• * • • | 



n 



2 J 



*b- % + \ H \ab n - l + b» 



(48a) 



Umnozak svih cijelih pozitivnih brojeva od 1 do n, to jest 
1 • 2 • 3 . . . . (n — 1) • n oznacuje se simbolom n! (Citaj »n faktoriela«). 



Prema tome: 

2!=1 • 2=2 

4!=1 • 2 ■ 3 ■ 4 = 24; 



3!=1 • 2 • 3 = 6 

5! = 1 • 2 • 3 • 4 • 5 = 120; 



6! 



l-2-3-4-5-6 = 720; 7! 



1-2-3-4-5-6-7 



itd. 



Kvadrat trinoma i p o 1 i n o m a 



(a + b + c) 2 = [(a + b) + c] 2 = prema (46) = 
= (a + b) 2 + 2 (a + b) • c + c 2 = 
a 2 + 2ab + b 2 + 2ac + 2bc + c 2 = 
a 2 + b 2 + c 2 + 2ab + 2ac + 2bc. 
(a + b + c) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2ab + 2ac + 2bc 



5040; 



Postupajudi na slifian naCin dobivamo: 

(a + b + c + d) 2 = 
= a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd. 

Iz toga vidimo da je kvadrat polinoma jednak zbroju kvadrata svih 
njegovih ilanova i dvostrukih umnozaka svakog Clana sa svim onim Cla- 
novima koji dolaze i z a njega. 

Jasno je da su kvadrati svih Clanova uvijek pozitivni, dok su dvo- 
struki umnoSci negativni, ako je jedan Clan pozitivan, a drugi negativan. 



Primjer: 



(3ob« — 2a»b — 5o» + 7) 1 



= 9a*b 4 + 4a«b* + 25a* + 49 — I2a*b* — 30o 4 b* + 42ab* + 20o*b — 28a*b — 70a» 



50 



§ 11. JEDNADZBE 



1. opCa pravila 

Jednadzbu tvore dva matematicka izraza povezana znakom jedna- 
kosti, a koju zadovoljavaju samo neke vrijednosti opcih brojeva. 
Nasuprot tome jednakost koju zadovoljavaju bilo koje vrijedno- 
sti opcih brojeva zove se identitet, npr. jednakost sin 2 a + cos 2 a = 1 
nije jednadzba vec identitet, jer je zadovoljava s v a k a vrijednost kuta a. 

Korijenom jednadzbe zovemo onu vrijednost nepoznanice koja zado- 
voljava tu jednadzbu. 

a) Jednadzba ostaje pravilna ako se nad njenom lijevom i desnom 
stranom izvrsi ista operacija s istim brojem. 

b) Svaki slobodni clan jednadzbe moze se prenijeti iz jedne strane 
jednadzbe na drugu, ako se promijeni predznak tog clana. 

2. LINEARNE JEDNADZBE 

To su jednadzbe koje sadrze nepoznanice u prvom stupnju. 
a) Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom 











Jednadzba 




Korijen (rjesenje) 


x + a = 


b 


x = 


= b — a 


x — a = 


= b 


JC = 


= b + a 

- b 
a 


ax = 


: b 


X = 


X 

a 


: b 


X - 


= ab 


ax = 


0 


X = 


= 0 


a(x-b) = 


: 0 


X = 


= b 


ax + b = 


: 0 


X - 


b 

a 



4* 
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b) Sustav od 2 linearne jednadzbe sa 2 nepoznanice 



a x 4- b y = c 
a,x + b,i/ = c 



(A) 
(B) 



1. Metoda izjednacenja 



Iz (A) slijedi: 



c — ax 



b 



(Q 



Iz (B) slijedi: 



v = _ £i -a ] x 



ft 



i 



Odatle: 



ax C| 



aix . 



6 



6 



i be 



ba\ x = cb 



i 



aft,x ili 



ba 1 )x = cb l — be,, pa je: 



be 



ab\ — ba 



Uvrstenje te vrijednosti za x u (C) ili (D) daje: 



(49) 



y 



ac\ 



ab 



Primjer: 



2i + 7y = 1 1 
x + 5y = 7 



(A) 



(B) 



Iz (A): 



.v = 



U—ly 
2 



* = 7 — 5y 
11 - 7 v 



C<3 1 



= 7-5*1 .2 



(49a) 



11 - 7 3 . = 14 - 10;y 
33-= 3 



Prema (B): x = 7 — 5; x = 2. 



2. Metoda uvrStenja 
Iz (A) slijedi: x 



by 



a 



(E) 
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To se uvrsti u (B), pa se dobije jednadzba s jednom nepoznanicom: 

c — by 

<*! ' 1- b\y = c\ y koja se rjeSava po y. 

a 

x se dobije uvrstenjem vrijednosti y u (E). 



Primjer: 



8x — 5y = — 16 



(A) 



lOx + 3y = 17 



(B) 



Iz (A): x = 



5y—\6 
8 



(C). Uvrstimo u (B) 



5.v— 16 

10- + 3 v - 17 

8 



5(5y - 16) 



-t- 



3y = 17 /-4 



25y — 80 + 12y = 68 
37y = 148 



V = 4. 



Uvrstimo to u (C): 



x = 



5-4—16 
8 



x ' 



I 

2 



3. Metoda jednakih koeficijenata 



a x + b y = c 
a x x + b t y = c t 

abjX + bb,y 

bb,y 



■(-b) 



a x bx 



cb, 
c,b 



c6, 



c A b 
6ci 



Mnozeci prvu jednadzbu sa a,, a drugu sa ( — a) dobivamo na slican 



naCin: 



y 



ac\ — ca\ 



abt — ba 



i 



Primjer: 



Ix + 6^ 29 
- 5x + Sy = 10 



3 
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Da bismo dobili u obim jednadzbama jednake i n a j m a n j e koeficijente uz y 
rotivnog predznaka, odredimo najmanji viSekratnik koeficijenata od y, tj. od 6, 
je 24), pa mnozimo prvu jednadzbu sa 4, a drugu sa — 3. 



28* + 24 v = 116 
+ 15 x — 24y = - 30 



+ 



43 x 



= 86 



x = 2 



Mnoieci prvu jednadzbu sa 5, a drugu sa 7, dobivamo na isti nafin 



v = 



2 



uvrstimo 



2. 



4. Metoda determinanata 



a x + b y = c 
a y x + b{y = c 



Izraz u nazivnicima trazenih vrijednosti za x i y, tj. ab { — ba, 
[vidi (49) i (49a)] zove se determinanta zadanog sustava; simbo- 

a b 

i ako je oznacimo sa A imamo: 



li£ki se ona biljezi u obliku 



b 



A 



a 



b 



a\ b 



i 



ab 



ba 



l 



Clanovi te determinante su koeficijenti od x i y, napisani onim redom 



kako slijede u jednadzbama. 

Nacin racunanja determinante vidi se iz sheme: 



+ 
x 



U brojnicima izraza za x i y takoder su determinante koje se dobiju 



iz determinante sustava A 



a 



b 



a\ b x 



, tako da se za x zamijeni prvi 



stupac koji cine koeficijenti od x, sa clanovima desnih strana jednadzaba, 
a za y zamijeni se istim clanovima drugi stupac, koji cine koeficijenti od y. 

Prema tome: 



-V 



c b 

a b 

a { b\ 



cb { — be 
ab\ — ba 



y 



a 



a t c\ 



ac\ 



ca\ 



a 



b 



a\ b 



ab 



ba 



Zaxiy dobili smo opet izraze (49) i (49a). 
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Primjer: 



3,6* + 1,8 j = 2,5 
2,7x— 1,9 jy = —6,8 



x = 



V = 



2,5 


1,8 








— 6,8 


— 1,9 


2,5 (- 


-1,9) — (1,8) -(—6,8) 


7,49 


3,6 


1,8 


3,6- 


(- 1,9) — 1,8-2,7 


-11,70 


2,7 


-1,9 








3,6 


2,5 








2,7 ■ 


—6,8 


3,6 • (- 


-6,8) — 2,5 • 2,7 — 


31,23 


3,6 


1,8 




— 11,70 — 


11, 0 


2,7 • 


-1,9 









= — 0,640. 



= + 2,669 



Rjesavanje sustava od 2 linearne jednadzbe sa 2 nepoznanice svodi se na odre- 
divanje koordinata presjecista pravaca koji te jednadzbe predocuju. (Vidi: Analitifka 
geometrija, § 7. 3). 



c) Sustav od n linearnih jednadzbi sa n nepoznanica 

Rjesava se tako da se pomocu jedne od navedenih metoda uklanja 
jedna nepoznanica, pa se zadani sustav svodi na sustav od (n — 1) jed- 
nadzbe sa (n — 1) nepoznanicom. Taj postupak se ponavlja, dok se ne 
dobije jedna jednadzba sa jednom nepoznanicom. 



Primjer: 



3x - 2y + $z 
1 x + 4y — 8 z 
5x — ly — 4z 



= 7 
= 3 

= — 12 



8 
5 



Da bismo uklonili z, mnozimo 1) 
4, a tretu sa 5: 



prvu jednadibu sa 8, a drugu sa 5; 2) prvu sa 



24 x - I6y + 40 z 
35 x + 20y — 40 z 



56 
15 



12x 
25 x 



59x + 4y 



=- 71 



(A) 



59.r-r 4.v 
37 x — 23 y 



71 
32 



1357* + 92 ;y 
148x — 92y 



1633 
128 



1 505 x 



= 1505 



8 v + 20 z = 
I5y -20z = 



37 x — 23 v 



23 
4 



x = 1 



28 
60 



+ 



= — 32 



Uvrstenje z = 1 u (A) daje: 
odatle: 



59 + 4y = 71 

4y = 12 

= 3. 



Uvrstenje i = 1 i y = 3 u prvu zadanu jednadibu daje: 

24 — 48 + 40z = 56 

40z = 80 
z=2. 



Proba: uvrsti x = 1, y = 3 i z = 2u zadane jedandibe! 
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3. KVADRATNE JEDNAD2BE 



a) Rjesavanje kvadratne jednadzbe 

1) Opca kvadratna jednadzba: 

ax 2 + hx + c = 0 

. ... b + ]/b* — 4ac 



2a 



(50) 



Izraz pod drugim korijenom, tj. b 2 — 4ac = D, zove se d i s k r i- 
m i n a n t a kvadratne jednadzbe. 

Ako je: 

D ^> 0, kvadratna jednadzba ima dva realna razli£ita korijena x t i x 2 

(vidi dalje primjer 1). 

D = 0, kvadratna jednadzba ima dva realna jednaka korijena x x = x 2 

(dvostruki korijen, primjer 2). 



D <T 0, kvadratna jednadzba ima par konjugirano kompleksnih korijena, 

tj. korijena oblika a ± bi, gdje je i = V — 1 (vidi § 4. 2 i dalje, 
primjer 3). 



Primjer 1. 



2x* + x— 1 = 0 



— I ± YTT& - 1 i ^9 _ — I ± 3 
x \i2 = : : = : 



(D = 9 > 0) 



1 

x l — — - ; a' 2 = — I . 



Primjer 2. 



9X 2 — 6x + 1 = 0 
+ 6 i V36 — 36 

*m jg ; u> = o) 

I 

• V M2 ~ y ■ 



Primjer 3. 



7x f + 5x + 3 = 0 



— 5 ± V'25 — 84 — 5 ± 1^59 

*U2 = ; (D = — 59<0) 

14 14 



- 5 ±V(— 1)59 _ — 5rh i ^39 

14 14 
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gdje je i = V — 1 = imaginarna jedinica: 

— 5 + 7,681 i 

x, = = - 0,357 + 0,549 i 

14 



- 5 - 7,681 i 

x s - 0,357 - 0,549 i. 

— 14 

2) Nepotpune kvadratne jednadzbe ne rjesavaju se 
po formuli 50, vec neposredno, kako slijedi: 

a) ax 2 = 0 | : a 

x 2 = 0 

Xj,o — 0 
p) ax 2 + bx = 0 
x(ax I- b) = 0. 

Umnozak od dva ili vise mnozitelja jednak je nuli kad je posebno 
svaki mnozitelj jednak nuli, ako naravno moze da bude nula. Imamo, 
dakle: 

F 

x, = 0; 
ax + b = 0; 



b 



a 



Primjeri: 



5 x 1 — 3 x = 0 
x(5x— 3) = 0 
x, = 0 

5x — 3 = 0 
5x = 3 



y) ax 2 + C = 0 



a 



*l>2 



*y-T- 



3) Kvadratna jednadzba kojoj je koeficijent od 



x 2 jednak 1. 
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Cesto se kvadratna jednadzba rjesava tako da se prethodno podijeli 
s koeficijentom od x 2 . 



ax 2 + bx + i 

b c 



0 :a 



0 



a 



a 



b 



zovemo: 



Pi 



<1 



a 



a 



pa dobijemo: x 2 + px + q 



0. 



Korijeni: Xi, 2 



P 



+ 



2 




2 



9 



(51) 



Pamti tu formulu rijedima: x,, 2 = polovini koeficijenta od x s pro- 
tivnim predznakom ± drugi korijen iz kvadrata te polovine i clana bez 
.r, napisanog takoder s protivnim predznakom. 



Primjeri: 



1 



.r 1 + 



x 



2 x ! = 0 | : 
1 

= 0 



2 



1 



~ 4 ± 




1 1 

- + - 

16 2 



1 

--4* 



1 3 1 

~a + T ~ ~i 



i 



3 



= - 1 




9 
16 



U torn obliku kvadratne jednadzbe, u kojem je koeficijent od x jed- 
nak 1, postoji slijedeca veza izmedu korijena i koeficijenata jednadzbe: 



"I" OCt 



X 



1 



X, 



p 



(52) 



Te jednadzbe lako dobivamo 
nosti za xi i x-i nacinimo .xi + xz 
prema (37). 



na taj nadin da uzevSi iz (51) vrijed- 
i xi ■ X2, pri 6emu umnozak raCunamo 



Primjer: 

Napi§i kvadratnu jednadzbu kojoj su korijeni 9 i 



x 1 -f px + q = 0 
= ? q = ? 



(A) 



Prema (52) : p = — (x, + x.) 



9 + 



3 



3 



9 




20 

T 



q = x, ■ xi = 9 • 



= — 21 
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UvrStenje u (A) daje: 



20 

*- - y x — 21 = 0 



ili, ako obje strane jednadzbe pomnoiimo sa 3: 



3 x l — 20 x — 63 = 0. 



Pokus: 



, 20 

x 2 - — x — 21 = 0 



10 , / 100 10 1/ 10 ° + 189 10 17 



3 



b) Rastavljanje kvadratne jednadzbe u mnozitelje 



ax 2 + bx + c = 0 
a(x — x,) (x — x 2 ) = 0 



(53) 



tu su Xj i x 2 korijeni zadane jednadzbe, 

a za x x = x 2 = x 0 dobivamo: a(x — x 0 ) 2 = 0 (53a) 



Primjer: 



2 x 2 + x — 1 = 0 

_ _ i ± I'TTl _ -J±3 

,Vi, 2 — — " 



1 

Xj = — ; x 2 = — I 



2x 2 -f -v - I - 2\x - -i | (x + I) 



Na isti nacin vrsi se rastavljanje u mnozitelje jednadzbi viseg stup- 
nja. Iz navedenog slijedi da, ako je x { jedan od korijena jednadzbe, tada je 
ta jednadzba djeljiva bez ostatka sa (x — x,). Ta cinjenica daje mogucnost, 
pogodivsi jedan od korijena kubne jednadzbe, izracunati ostala dva kori- 
jena Da mozemo svesti kubnu jednadzbu na kvadratnu. 

Primjer: 

x a + 2x« — 5x — 6 = 0 
KuSanjem odredujemo prvi korijen jednadibe. Taj je x x = — 1, jer je 

(— l) 3 + 2 (— I) 2 — 5 (— 1) — 6 = — 1 + 2 + 5 — 6 = 0. 
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Dijelimo jednadibu sa x — x, = x + 1 (vidi § 2, 3): 

(x* + 2 x* — 5x — 6):(x + l) = x' + x — 6 

i'-5i 
± x* ± 



6 x — 6 
+ 6x + 6 
0 



pa rjeSavamo kvadratnu jednadibu: 

x* + x — 6 = 0 



X Z.3 = 



2 r 4 2 V 4 2 2 



1 5 

x 2 = + — = 2 

2 2 



1 



5 






-3 


2 




• 
■ 

*i = - 


-1 


X. = 


2 


*J = - 


-3 



Zadanu jednadzbu mozemo dakle predoiiti u obliku: 

(x + 1) (x — 2) (x + 3) = 0. 



4. JEDNAD2BE VlSEG STUPNJA KOJE SE SVODE NA KVADRATNE 

a) Bikvadratne jednadzbe 

Tako se zovu jednadzbe cetvrtog stupnja koje sadrze samo parne 
potencije nepoznanice. 

Opci oblik: ax 4 + bx 2 + c = 0. 

Svodi se na kvadratnu jednadzbu tako da se stavi: x 2 = y, pa jed- 
nadzba poprima oblik: 

ay- + by + c = 0. 

b ± V b l — 4ac 

Odatle, prema (50): y,, 2 = , 

a iz x 2 = y slijedi: x = ±)fy. 



Prema tome: 



*i = + ]fy~\ ; x 2 = — \f 



X3 



+]fy2 ; x A = — ][y 2 
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Primjer: 

x 4 — 13 x 1 + 36 = 0 
x 1 = y 

y 1 — 13 y + 36 = 0 




Ui = 9'. Vi = 4 

* 3 = + V"4 = 2 j x« = — VI = -2. 



b) Reciprocne ili simetricne jednadzbe 

Tako se zovu jednadzbe u kojima su jednaki ili protivni koeficijenti 
clanova jednako udaljenih od pocetka i kraja lijeve strane jednadzbe. 

Reciprocna jednadzba treceg stupnja ima oblik 

ax 3 + bx 2 + bx + a = 0, 

a rjeSava se tako da se spoje clanovi s jednakim ili protivnim koeficijen- 
tima, pa se izluci zajednicki faktor (x + 1), odnosno (x — 1). Na taj nacin 
jednadzba se raspada u dvije jednadzbe, jednu linearnu i jednu kvadratnu. 



Primjer: 



2x 3 + 3x l — 3x — 2 = 0 
2(x 3 — 1) + 3x (x — 1) = 0 



Prema (41): 



2 (x — 1) (x 1 + x + 1) + 3 x (x — 1) = 0 
(x — 1) (2 x* + 2 x + 2 4- 3 x) = 0 

1 = 0; x, = 1 
2x* + 5 x + 2 = 0 | :2 

x* + — x + 1 = 0 
2 



5 1/25 , 5 3 



5 3 1 

x, = + — = 



5 3 
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Reciprocna jednadzba cetvrtog stupnja ima oblik : 

ax 4 + bx 3 + cx 2 + bx + a = 0 
Obje strane jednadzbe dijelimo sa x 2 , sto je dopusteno, jer je x 2 # 0: 

b a 

ax* + bx + c + — + — = 0 

x x 1 

ili a\x* + -^\+b(x + — ) + c=0, 



stavimo: .v H — — = y > tada je kvadrat x 2 + 2 H — — = y 

ili -v 2 H — — = v 2 — 2. 

A." 

Uvrstenje daje kvadratnu jednadzbu: 

a(y 2 — 2) + by + c = 0, cije korijene oznacimo sa i/j = a; j/ 2 = (5. 

Tada je: x -\ — - = a i x -f — - = p 

ili x 2 — ax + 1 = 0 i x 2 — px + 1 = 0. 
Iz tih jednadzbi dobivamo cetiri korijena zadane jednadzbe. 



Primjer: 



6x* — 35 x 3 + 62 x» — 35x + 6 = 0 | : x 1 

35 6 

6 1' — 35 x + 62 + — = 0 

X X 2 

6 1 x 2 + ^) — 35 ( x+ 7 1 + 62 = 0 

1 

x -f - = y l J 



,» + 2+ I =y ; x 2 + 1 = y*—2 

6 (y 8 — 2) — 35 y + 62 = 0 
6 y ! — 35 y + 50 = 0 

v _ 35 ± V 1225 - 1200 

- 

10 5 

yi = T ; * = - 
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1 

3 



1 



*4 = 



Opaiamo da je x t 



naziv jednadzbe. 



1 . 1 

— i x A = — tj. x lt Xj, i x 3 , x 4 su reciprofni; odatle slijcdi 



Reciprocna jednadzba petog stupnja svodi se na 
jednu linearnu i jednu reciprocnu jednadzbu cetvrtog stupnja, i to tako da 
se spoje clanovi s istim ili protivnim koeficijentima, pa se izluci zajed- 
nidki mnozitelj (x + 1), odnosno (x — 1). 

Uputa za rjesavanje reciprocnih jednadzbi: Ako 
jednadzba ima paran broj Clanova, spajamo flanove s istim, odnosno 
protivnim koeficijentima (reciprocne jednadzbe 3. i 5. stupnja), a ako 
je broj clanova n e p a r a n, dijelimo jednadzbu sa x 2 (reciprocne jed- 
nadzbe 4. stupnja). 



c) Binomne jednadzbe 

To su jednadzbe oblika 



y±a = Q, 



koji svodimo na jednostavniji oblik: 

x n ± I = 0 

i to tako da jednadzbu podijelimo sa a pa stavimo — =x* 



a 



Odatle je y 



ax n , a uvrStenje u zadanu jednadzbu daje 



ili: 



ax ± a = 0 

a (x n ± 1) = 0 | : a 
x n ± 1 = 0. 



Binomne jednadzbe rjesavaju se tako da se jednadzba rastavi u 
mnoiitelje, pri Cemu treba uvijek dr2ati na pameti da s v a k a j e d- 
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nadzba n-tog stupnja ima n korijena 
kompleksnih (imaginarnih). 

Navedimo nekoliko primjera: 
l. x s — l = 0 

Prema (41) : (i — 1) (x* + x + 1) = 0 

-1 = 0; x, = 1 



11/1 1 

x 2 -h x + I =0; x 2 , 3 = — — ± 1/ — — I = - — ± 

,3 = - - ± — « n 





2 2 

- 1 + <• yi _ — i — i yi 

x t , x 3 — 



2 



2. x 3 + 1 = 0. RjeSava se slicno. 

3. x* — 1 = 0 

Prema (38): (x + 1) (x — 1) (x* + 1) = 0 

x + 1 = 0, x, = — 1 



1 = 0, x, = 1 



x 1 + 1 = 0, x 1 = — 1 x s , A = ± V— 1 = ± i 



4. x* + 1 = 0 



Prema (39a) : (x* + x /2 + 1) (x* — x /2 + 1) = 0 




*i>i = = — (- 1 ± «)■ 



Na slican nacin dobivano iz 



x 1 — x /2 + 1 = 0 

*3>4 = — (1 ± 



5. x* + 1 = 0 



Prema (40) : (x + 1) (x 4 — x* + x* — x + 1) = 0 

x + 1 = 0; x, = — 1 

* 4 — x 3 + x 1 — x + 1 = 0. To je reciprocna jednadiba 
Vidi tacku b) istog paragrafa. 

6 - x 5 — 1 = 0. RjeSava se slitno. 
7. x* + 1 = 0. 
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Kako je prema (36a) i* = — l t odnosno 1 = — i* f mozemo pisati: 

— i 2 = 0, a odatle prema (37): 



(x 3 + i) (x 3 — i) - 0. 



Izlufcimo t iz svake zagrade: 



1 ' 7 + l ) 1 (7 ~ 1 ' = 0> iU prema (36a > 

t + 1 ) (7 -""<>• 



X 3 



Stavimo Li — = y 3 , dobivamo: 

i 



(y 3 + 1) (V 3 — 1) = 0 ili 
y 3 -f- 1 ^ 0 i y 1 — 1 = 0, a te jednadzbe znamo rijeSiti (vidi primjere 1 i 2). 



x 3 



Sest dobivenih vrijcdnosti za y uvrstavamo u x = — iy, jer iz nase supstitucije 



. — y a , ako u nju prema (36a) uvrstimo i = — i 3 , slijedi: 
t 

X 3 

— - = y\ a odatle je x 3 = — i 3 y 3 ili x = — iy. 

8. x° — 1 = 0. 

Prema (42a) (x 1 + 1) (x 3 — 1) = 0 itd. 

Primjedba: Samo za korijene opcih jednadzbi 3. i 4. stupnja 
postoje opce formule dok se jednadzbe visih stupnjeva ne mogu algebarski 
rijesiti. (Abelov teorem). Medutim. ako te jednadzbe imaju brojcane koefi- 
cijente, mozemo ih na vise nacina priblizno rijesiti i to po volji tacno. 
To pitanje spada u visu matematiku. 



5 B. Apsen: Rcpetitorij elementarno matemaiike 
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§ 12. NEJEDNAD2BE 

1. POJAM I OSNOVNA SVOJSTVA NEJEDNAD2BI 

Spojimo li dvije velicine izrazene brojevima ili slovima znakom > 
(veci od) ili znakom < (manji od), dobit cemo nejednadzbu. 

Nejednadzba je brojcana ako je izrazena brojevima, npr. 15 > 7 ili 
— 5 < — 3, odnosno a > b ili c < d, ako je izrazena slovima. 

Nejednadzba je odredbena ako sadrzi nepoznanice koje se, kao i kod 
jednadzbi, oznacuju posljednim slovima alfabeta. Npr. 2x — 4> 10. Nave- 
dimo osnovna svojstva nejednadzbi: 

1) Ako je a > b, tada je b <a; ili 
ako je a < b, tada je b > a. 

2) Ako je a > b i b > c, tada je i a > c ili 
ako je a< b i b < c,- tada je a < c. 

Npr. 6 < 11; 11 < 15, pa je 6 < 15. 

3) Smisao se nejednadzbe ne mijenja ili, kako se kaze, dobivena ne- 
jednadzba ostaje ekvivalentna sa zadanom ako lijevoj i desnoj strani ne- 
jednadzbe dodamo ili oduzmemo iste veliCine, tj.: 

a > b a < b 

± c ± c ± c ± c 

a ± c > b + c a + c < b + c 



Npr.: 17 > 10 5 < 8 

± 3 ± 3 ± 10 ± 10 



20 > 13 15 < 18 

14 > 7 —5 <— 2 



Iz navedenog slijedi da u nejednadzbi, kao i u jednadzbi, mozemo svaki 
Clan prenijeti s jedne strane na drugu ako mu promijenimo predznak. 
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Npr.: 



4x — 3> — x + 7 
4x + x > 3 +7 
5x > 10 



4) Dvije nejednadzbe istog smisla mozemo zbrajati ilan po clan: 



a > b 






+ 


c> d 





a + c> b + d 



a<b 






+ 


c < d 





a + c < b + d 



Npr.: 



3 > 2 
7 > 4 




4 < 

5 < 


6 
8 


+ 


- 5 < 

- 7 < 


— 2 

- 4 


+ 


- 4 > 

— 3 > 


- 6 

- 5 


+ 


10 > 6 




9 < 


14 




— 12 < 


- 6 




- 7 > 


— 11 





5) Nejednadzba ne mijenja znak, tj. ostaje ekvivalentna, ako se od 
te nejednadzbe oduzme, flan po dlan, druga nejednadzba protivnog 
smisla. Ne smije se oduzimati clan po clan nejednadzbe istog smisla. 



a > b 


a < b 




c<d 


c> d 





a 



>b — d 



a 



c < b — d 



Npr.: 



7 5 


> 5 


5 > 3 


- 9 < — 7 


8 < 


; 12 


— 3 < - 2 


~ 5 > 4 



1 > - 7 



8 > 5 



14 < - 11 



6) Ako obje strane nejednadzbe pomnozimo ili podijelimo s istim 
pozitivnim brojem, dobit cemo nejednadzbu istog smisla. 



Ako je a > b i c > 0; tada je ac 



be i 



b 




Ako je a <b i c > 0 ; tada je ac <bc i 



b 




Npr. 16 > 12 

32>24; 
5x> 10 | : 5 

x> 2. 



: 2 



5 
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Mnozimo li i 1 i dijelimo nejednadzbu s negativnim brojem, dobivamo nejed- 
nadzbu protivnog smisla, 



Ako je a > b i c < 0; tada je ac < be i 



a 



b 



Ako je a < b i c < 0; tada je ac 



be i 



a 



c 



b 




Npr.: 



8 > 4 / . (— 2) 
16 < — 8 



8 > 4 / : (— 2) 

4 < 



8 < — 4 / . (— 2) 



8 < — 4 / : (— 2) 



16 > 8 



4 > 2 



7) Ako je a > b, tada je 



1 



a 



1 



b 



ako je a < b, tada je 



1 



a 



1 



b 



To znaci: uzmemo li reciprocnu vrijednost lijeve i desne strane za 
dane nejednadzbe, dobit cemo nejednadzbu protivnog smisla. 



Npr.: 



7 > 5, all jc 



1 



1 



5, ali jc 



1 

3 



1 

5 



- 4 ■ 



3, ali jc 



1 



1 



1 

- 2 > — 4, ali jc < 

2 



1 



8) \a + b + c 



a 



+ b + 



To znaci: apsolutna vrijednost zbroja nije veca od zbroja apsolutnih 
vrijednosti pribrojnika. 

Znak jednakosti vrijedi samo u torn slucaju kad su pribrojnici istog 
predznaka. 



Npr.: 



5-7-8 



5| + |—7 



- 8 



jer je: 15-7-8 



- 10 | = 10, dokjc | 5 | + | - 7 



-81 = 54-74-8 - 20 



ali: |-5-7-8|=|-5| + |- 7| + |- 8 



jcr je: j - 5 - 7 - 8 



- 20 I - 20 



l 



-5| + | - 7 | + | - 8 | =5-1-7+8-20 
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2. RJESAVANJE odredbenih nejednadzbi 



a) Opcenito 

w 

Rijesiti nejednadzbu znaci odrediti gran ice u kojim leze vrijed- 
nosti nepoznanica koje zadovoljavaju zadanu nejednadzbu. Iz navedenog 
slijedi da rjesenje nejednadzbe ne daje konacnu odredenu vrijednost ne- 
poznanice, vec odreduje interval u kojem leze trazene vrijednosti doticne 
nepoznanice, daje dakle vise vrijednosti nepoznanice. 



Npr. : 2x — 4 < 8; 2x < 8 + 4; 2x < 12 / : 2 

x < 6. 



Rjesenje nejednadzbe kazuje da nejednadzbu zadovoljavaju sve vri- 
jednosti x koje su manje od 6, rjesenja nejednadzbe leze dakle u intervalu 
od — oq do 6 iskljucivsi granice, tj. — no < x < 6. 

Pri rjesavanju nejednadzbi postupamo na isti nacin kao pri rjesa- 
vanju jednadzbi: pojedine clanove nejednadzbe prenosimo iz jedne strane 
na drugu s protivnim predznakom, obje strane nejednadzbe mnozimo 
s istim brojem, pri cemu pazimo da se pri mnozenju negativnim brojem 
znak nejednadzbe mijenja u protivni. 



b) Nejednadzbe prvog stupnja sa jednom nepoznanicom 

Opci o b 1 i k : 

ax + b > 0 ili ax f b < 0 

Iz ax + b > 0 slijedi ax : — b. Taj izraz dijelimo sa a, pri cemu mogu biti 
dva slucaja: 

ako je a > 0 .v > — , dok je .v < — za a < 0. 

a a 



Primjeri: 

3.vrl 4 x — I 
1. x ; < 0 | '6. 

2 3 

6x — 9x — 3 — 8x + 2 < 0 

— llx < 1 / : (—11) 

1 

x > 

11 



mi + 5>3i + m + 4 
mx — 3 x > m — 1 
x (m — 3) > m — 1 / : (m — 3) 



69 



m — 1 

Prema svojstvu 6: za m - 3 > 0, odnosno m > 3; x> — ^ 

m— 1 

za m _ 3 < o, odnosno m < 3; x <— _- 

m — 1 _ 2_ nema rjeSenja, jer s nulom 
za m = 3, w _ 3 - 0 ne moiemo dijeliti. 

3 - __L_ + _1_ > 2a I • (a 8 — b 1 ) = (a + b) (a — b) 

a + i a — 6 

a) Za a 1 — b* > 0 

x(a _ b) + x (a + b) > 2a (a 1 — b*) 

ill: 2ox > 2o (a 1 — b 2 ) / : 2o 
uz a > 0 x > a' — b» ako je a (a* — b») > 0 

b) Za g (a* — b 2 )< 0. x < a 2 — b* 

c) Za a = 0 nema rjeSenja, jer je — — = 0 

o o 

4. x + a — b x + b — a 

+ 7 >0 

a c 

bx + ab — b* + ax + ab — a 7 

ili: >0 

ab 

t x(a + 6) + 2ab— (a' + 6 4 ) 

ili: - > 0 / • ab 

ab 



Uz pretpostavku da je ab > 0, dobivamo: 

i (a + b) + 2ab — (a 1 + b») >0 
ili: x (a + b) > — 2ab + (a* + b 2 ) / : (a + b) 
uz pretpostavku da je (a + b) > 0, dobivamo: 

(a — i) a 

* x > f- za ab (a + b) > 0 

a + b 
(a — b) 2 

x < — za ab (a + b) < 0 

a + b 



Zaa + b = 0ia4=0,b + 0 nejednadiba vrijedi za sve x tj. za — oo < x < + oo 

5. 3x + 1 Ax— 1 11 x 

x h > 0 / • 6 



6x — 9x — 3 — 8x + 2 + llx> 0 
17x — 17x — 1 > 0 

1 > 0 nema smisla, nejednadiba nema rjeSenja 
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RijeSi nejednadzbe: 



mi + 4 > 2x + m" 



[x > m + 2 za m > 2; i < m + 2 za m < 2; za m = 2 nema rjesenja] 



x + 5 < — 4 x 1- 



8 



.V 



1 — x x — 2 



24 



2 



5(x — 2^ 3 



x 



12 



0 



3x 



[ 



< X < + ~] 



c) Sustavi nejednadzbi prvog stupnja 

Rijesiti sustav nejednadzbi znaci odrediti vrijednosti nepoznanica 
koje zadovoljavaju sve zadane nejednadzbe sustava. 

Kako se rjesavaju ti sustavi pokazimo na primjerima. 



Primjeri: 

Treba odrediti vrijednosti nepoznanice x koje zadovoljavaju obje nejednadzbe 
zadanih sustava. 



1. 



5x - 



2 



2(x — 4) > 



2 1 
— x H 

3 9 



3x— 1 



9 



■ i 



45 x — 6 > 6x + 1 
39x > 7 



x > 



39 



4x — 16 > 3x — 1 

x > 15 



Obje nejednadzbe sustava zadovoljavaju vrijednosti x > 15 



2. 



4x+3 2 ne smijemo mnoziti nejednadzbu sa 3(3x — 5). da se rije 
ix ^ > - y simo nazivnika, jer ne znamo predznake (3x — 5). 



4x + 3 2 

+ — 

3x— 5 3 



0 



* 1 * 

ill 



12x + 9 4- 6x — 10 
3 (3x - 5) 



> 0 ili 



18x— 1 
3 (3x - 5) 



0 
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Razlomak je pozitivan 1. Kad su pozitivni brojnik i nazivnik, tj. kad je 



I 8jc — 1 > 0 , pa jc .v > 



1 

18 



Slijcdi x 



3.v - 5 > 0, pa jc x > 



2. Kad su brojnik i nazivnik negativni, tj. kad je 



18.v - 1 < 0, pa je x < 



1 

18 



3x — 5 < 0 , pa je x 



3 



x < 



1 

is 



3. 



- Zr + 3 
4 — 5.v 



1 

3 



Odatle: 



- 2x + 3 I 
4 - 5x " 3 



0 ili 



Ux 4- 13 



3 (4 - Sx) 



< 0 



Razlomak je negativan: 

1) kad je brojnik pozitivan, a nazivnik negativan: 



tj. kad je 



1I.Y -r 13 > 0, pa jc 1 l.v— 13 < 0 ili 



i : 



4 — 5v < 0 ili 



x 



x > 0 pa je x > 



13 

il 

4 

1 



4 

5 



.v < 



13 



2) kad je brojnik negativan, a nazivnik pozitivan: 



tj. kad je 



1 l.v -f 13 - 0 ili v 



13 
11 



■ 0 , pa je 



13 



x 



11 




i : 



5 x : ■ 0 ili 



x < 0, pa je x ■ 



5 



x 



I 

13 

TT 



Posljednja dva rezultata su nespojiva, pa sustav nema rjesenja. 



Rijesi zadane sustave nejednadzbi 



1. 



3 jc 



21 



< 2 v -f I 



4 .v 



2 -v - 7 



17 16 

- < x - ' 
4 21 



x— 1 



3 



x > 2 ; x 



I 1 

~8 
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d) Nejednadzbe drugog stupnja 



Opci o b 1 i k : 

ax 2 -f bx + c < 0, odnosno ax 2 + bx + c > 0. 

Podijelivsi nejednadzbu sa a, uz promjenu znaka nejednakosti na protivni, 
ako je a negativan, dobivamo nejednadzbe u obliku 

x 2 + px + q < 0, odnosno x 2 + px + q > 0 

[vidi formulu (51)]. 

Prva dva clana tih nejednadzbi nadopunimo na potpun kvadrat i to tako da 
pribrojimo i oduzmemo kvadrat polovine koeficijenta od x. 



Dobivamo: 



.v 



px 



P 



2 



\ / 



(P 



ili: 



P 



2 



Uvedimo oznaku: 



.v 



pa je: 



a odatle slijedi: 



tn 



P 



-f q < 0 odn. x 2 + px + 



\P 



2 



-f »' odn: .v -f 



P 



P 



2 





2 

— <7 


odn. 


' , P 




iPY 








i 




{2} 


p_ . 




* 


ip" 


2 








i 


— q- 


- m 




2 






12. 






z l < m, 


odnosno 


z 2 > m 







2 



> m 



i x + 



P 



+ q > 0 



q 



m 



Primjeri: 
I. 7x 2 — 13a: — 2<0/ :7 



.v — 



13 


-> 


— x ■ 


— - < 0 


7 


7 


13\ a 


169 2 




196 7 




225 




< 


\4 


196 



Oznadimo: 



0 



13 

x =z 

14 



r 



225 
796 



= m 



r 



pa je 



15 
14 



r 2 < m 



15 

< .v - 

14 

13 
4 14 



13 
14 
13 
14 



+ 



15 
14 
13 
14 



73 



7x « i3x 2 < 0 za vrijednosti x iz intervala od 



granice 



1 
7 



do + 2, iskljuCivSi 



2. 



7x* — 13x — 2>0/ :7 



13 



0 



13\ a 



225 
796 



13 225 y- 




225 _ [5 
796 ~ ± H 



13 15 
X 14 > \A 



14, pa je 14.r > 28 



13 

x < 

14 



15 
14 



x > 2 



14, pa je 14 x 



>0 t n C -? 



- * 



1 



A" < — 



7 r — 1 3 x - 2 > 0 za svc .v < - 



1 



i za 



x > 2 



3. 



2x* — 2x + 144 > 0 / : (— 2) 



.v 2 -f x — 72 < 0 ; 



x + 



1 

2 



1 

4 



72 < 0 



x I 



1 



289 



1 

x + l = 



289 



m = 



17 
~2 



17 



x + 



1 



+ 



17 



1 


1 


1 


2 


2 


2 


- 9 


; x < 


-1- 8 



Nejednadzbu zadovoljavaju vrijednosti x koje le2e izmedu 
£ivsi granice. 



9 1+8, isklju- 



4. 



— 2x 2 — 2x + 144 < 0 / : (— 2) 
x* + x — 72 > 0 



ili: 



x 4- 



I 



•2 



289 



odatle 



1 17 

x -\- — > — pa jc x > 8 

2 2 — 



r. 



x 4- 



1 

2 



17 



pa je x < — 9 



2 x J — 2x + 144 < 0 za sve x < — 9 i sve x > 8. 
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5. 3x* + 2x + 15 > 0 / : 3 

. 2 

x* +— x + 5 > 0 




ili 



1 \* 44 

ili: |X+ T >~9 



Buduci da je kvadrat binoma pozitivan za bilo koju vrijednost x, pa je ve£i od 
bilo kojeg negativnog broja, nejednadiba je identiina, jer je zadovoljavaju vrijed- 
nosti x iz intervala — <x> < x < + o^. 

6. — 3x* + 6x — 5 > 0 / : — 3 

5 

x a -2x+ j < 0 

2 5 

Ui: |.x - 1| - 1 + - <0 

pa je: |x — 1 J < - y . 

Nejednadiba nema rjeSenja, jer pozitivna velifiina ne moie biti manja od 
negativne. 
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§ 13. NIZOVI (SLIJEDOVI) 



1. aritmetiCki niz 



a Xl a x + d, a x + 2d, a x + 3d, , aj + (n — 1) d 

d — diferencija aritmetickog niza, a x — prvi clan niza, n — broj clanova 
niza. 



n-ti clan niza: a n = a { + (n — 1) d 



(54) 



Primjer: Neka se izraCuna 13. Clan aritm. niza 3, 10, 17, 24 



Kako je a t = 3, d = 10 — 3 = 17 — 10 = itd. = 7, a n = 13, dobivamo prema (54) : 

a l3 = 3 + (13 — 1) . 7 = 3 + 12 . 7 = 87. 



Zbroj prvih n clanova niza: 



S n = — (a x + a n ) 
2 



ili ako uvrstimo (54): 



(55) 



S n = -[2a { + (n— \ )d) 

2 



(55a) 



Spojimo li clanove zadanog niza predznacima +, dobit cemo red. 



Priinjeri: 

1. Neka se izracuna zbroj prvih n prirodnih, tj. cijelih pozitivnih brojeva: 

1+2 + 3 + 4+ + (n — 1) + n. 

To je aritm. red kojemu je a, = 1, a„ = n i n = n. 

Prema (55): S n = (1 -|- ,,); n pr. S w - 50-101 = 5050. 

2. Neka se izracuna zbroj prvih n neparnih (lihih) brojeva, tj. 

1 + 3 + 5 + 7 + ... +[ + („_ i) . 2]. 

Opet je to aritm. red kojemu je a, = 1, d = 2, a n = n. 



Prema (55a) S„ = - [2- 1 + (w - 1) 2] -- - In = ti>; n pr. S iQ = I0 2 = 100. 
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3. Koliki je S 9 za 21, 10, — 1, — 12. . . 
d = 10 — 21 = — 11. 



Proma (55a): S 9 = - [2 • 21 + (9— 1) (— 11)] 



[42 — 88] = —207 



2. GEOMETRIJSKI NIZ 



a) Konacni geometrijski niz 



3 



a, aq, aq- aq% . . . ,aq 



<7 



U2 



a- 



3 



■ i 



kvocijent geometr. niza 



7i-ti clan niza: 



a 



n 



aq 



n— 1 



(56) 



Zbroj prvih n clanova niza: 



5. 



a 



1 



1 



<?- i 



(57) 



Primjeri: 



1. 7, 21, 63, 189, 



a = 7, q = 21 : 7 = 63 : 21 = - itd. - 3. 
Prema (56) 9. Clan niza (n = 9) : a„ = 7- 3" = 45927. 



Prema (57) zbroj 5 Clanova niza (n = 5):S 



3 



2. 



1 1 
l '~2' 4' 



I 

8 



16 



1 



32 



3 * * 



1 7-242 



3— I 



2 



= 847. 



1 

, = - T :l 



5. flan niza: 



Zbroj 6 Clanova niza: 



1 



.V. - 1 



a-.= I I — -'- I = 



1 \ 



1 



1 



1 

64 



1 

\6 



1 



63-2 21 



1 



3 



64-3 32 



Spojimo li clanove geometrijskog niza predznacima +, dobit cemo 
geometrijski red. Ako je red konacan, tj. on ima konacan broj clanova 
n, njegova se suma S n racuna prema (57). 
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b) Beskona£ni geometrijski niz 



Pretpostavimo 



niz ima 



tj. ima oblik: 



a + aq + aq 2 + + aq n ~ l + aq a + aq n+1 + . . . 



Njegovu sumu S za kvocijent reda q, koji je po apsolutnoj vrijednosti ma- 
nji od 1 (| q < | 1) (npr. y, — -j itd.), tj. lezi izmedu — 1 i + 1, lako 

dobivamo iz (57), ako uzmemo u obzir da q n tezi k nuli ( q n 0), kad n 
tezi k beskonadnosti (n-*°°), tj. kad n prima vrijednosti koje su vece 
od svakog ma kako velikog broja. To vrijedi naravno samo uz uvjet da 
je | q | < 1, je za | q \ > 1 (npr. 2, — 3 itd.) q n ± kad n-* *>. Iz (57) 
dobivamo dakle kad n 3°, a I q I < 1 : 



ili: 



1 



l 



5 



l 



za 



< l. 



(58) 



Primjeri: 

1 1 1 

'• '-T + ?-2l + --'- 



a= I , q = 



1 

3 



Prema (58): 



5=_J_ = i = 2 

1 4 4 

1 + T I 



,111 3 

tj.: 1 + + _ = — 

3 9 27 ^ ■ " 4 



2. Pretvoriti pericxiske decimalne razlomke 0,37 i 7,15438 u obitne. 



a) 0,37 moZemo pisatl u obllku beskonaCnog geometrijskog reda 

— il 37 37 37 
0,37 = 1 + + 

100 10000 1000000 

. . . 37 1 
kojcmu jc a = i q = 



100 100 
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Prema (58): 



• ■37 1 37 1 37 100 37 

0,37 = 



100 1 100 99 100 99 99 

"Too 100 

15 438 438 438 
b) 7,15438 = 7+ — - -f — - + — - + — - + . . . = prema (58) 
' 10* 10 s 10 8 10" ' 



438 1 \ 15 438 1 15 

a = , q = = 1 + *" = 7H 

10 s 107 10* 10 s 1 10 s 

I 

10 3 

438 10 s 15 438 15 ■ 10 s — 15 + 438 

+ — = 7 + — + = 7 + 

10* 10 s - 1 10* KPdO"-!) lOUlO 3 -!) 

15000 + 438—15 15438—15 15423 

= 7 + = 7 + = 7 

10* • 999 99900 99900 



§14. PRIBLI2N0 RACUNANJE 



1. LOGARITMIRANJE 



Znamo da je a m ■ a r = a m+r vidi (12) 

a m . a r = a m-r v j^j (13) 

(a m ) r = a m - r vidi (15a) 



m 

n 



yV = a" vidi (22), 



tj. mnozenje potencija s i s t i m osnovkama svodi se na zbrajanje, dije- 
ljenje — na oduzimanje, potenciranje — na mnozenje. a korjenovanjc — 
na dijeljenje eksponenata, tj. pri racunanju s polencijarna vrsi se prijelaz 
na nizi stupanj racunske operacije. 

Odavno se nametnulo pitanje ne bi li se dala navedena svojstva 
potencija iskoristiti za pojednostavnjenje i ubrzanje racunskih operacija 
s brojevima. Zadaca je bila rijesena cim je uspjelo prikazati brojeve kao 
potencije jedne te isle osnovke. 

Prikazemo li npr. niz brojeva kao potencije osnovke 2: 



2° = 


= 1 


2 7 - 


- 128 


2 1 - 


- 2 


2 H = 


- 256 


02 - 


- 4 


9» - 


- 512 


93 - 


- 8 


910 - 


** 

- 1024 


2* = 


= 16 


2 U : 


- 2048 


9* _ 


= 32 


912 ■ 


- 4096 


2 6 = 


= 64 




itd.. 



mozemo kod racunanja svesti mnozenje na zbrajanje, dijeljenje na odu- 
zimanje itd. 
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Npr.: 

16 • 256 = prema tablici 



1024 :64 



16 



3 



/1024 



M 



2* • 2 8 = 2 12 
2 io : 2 6 = 2 4 



(2 4 ) 3 



912 



2 2 



prema tablici 4096 

prema tablici 16 

prema tablici 4096 

prema tablici 4. 



Navedenu tablicu potencija za osnovku 2 mozemo prikazati u je 
dnostavnijem obliku: 



Broj, tj. vrijednost 


Eksponent za osnovku 2, 


potencije 


tj. logaritam 


1 


0 


2 


1 


4 


2 


8 


3 


16 


4 


32 


5 


64 


6 


128 itd. 


7 itd. 



Takva se tablica zove tablica logaritama za osnovku 2, jer eksponenti 
nose u torn slucaju ime logaritma. 

Prema tome, logaritam je eksponent s kojim treba 
potencirati osnovku da se dobije zadani broj. 



Npr.: 



log 3 81 = 4, jer je 3 4 



log 



1 



125 



3, jer je 5 



81 
1 



I 



5 3 



125 



Pojam logaritma moze se shvatiti i drukcije. Neka je zadana poten- 



m 



cija b 



m 



c. Racunamo li odatle osnovku b, dobivamo: b 



1 c. Znamo 



vec da je vadenje korijena prva inverzna operacija potenciranja; racuna- 
mo li eksponent m, pisemo m = \og b c, a to znaci da je m logaritam od c po 
osnovki b. Logaritmiranje je dakle druga inverzna operacija potenciranja. 

Iz pojma logaritma jasno slijedi: 

1. da svaki pozitivni broj, b 4= 1, mozemo izabrati za osnovku, pa sve 
brojeve prikazati u obliku potencija za tu osnovku, drugim rijecima: svaki 
broj b moze biti osnovka logaritamskog sustava, u kojemu je logaritam 
osnovke jednak 1, tj. log^b = 1, jer je b 1 = b; 



6 B. Apsen: RepeiitorlJ elementame mntcmattke 



81 



2. da negativne brojeve ne mozemo logaritmirati, jer potencirajuci 
pozitivnu osnovku dobivamo uvijek pozitivan broj. 

Prakticki se upotrebljavaju za racunanje dekadski loga- 
ritmi, koji se takoder zovu o b i c n i ili B r i g g s o v i, tj. logaritmi 
s osnovkom 10, i to s razloga koji ce se vidjeti kasnije. U tablicama dekad- 
skih logaritama navedeni su dakle logaritmi, tj. eksponenti kojima treba 
potencirati osnovku 10 da se dobiju brojevi od 1 do npr. 10000. 

Otvorimo li logaritamske tablice, npr. prvu stranicu tablice I loga- 
ritamskih tablica dr J. Majcena, naci cemo u stupcu oznacenom sa N 
(Numerus = broj) niz brojeva, a medu njima npr. 2, a kraj njega u stupcu 
oznacenom sa L (Logaritam) 0,30103. To znaci da je log 10 2 = 0,30103 ili 
da je io°' 30103 = 2. Malo dalje citamo da je log 10 20 = 1,30103 ili da je 
10 1 ' 30103 = 20. U stupcima pod L navedeni su dakle logaritmi, tj, eksponenti 
za osnovku 10, a u stupcima pod N vrijednosti potencija osnovke 10. 
Tako npr. vidimo da je 10 1?954 - 4 = 90. Na slijedecim stranicama navedene 
su samo decimalne znamenke logaritama, tj. njihove m a n t i s e, dok 
cijeli dijelovi ili tzv. karakteristike moramo napisati sami (npr. u 
log 20 = 1,30103 karakteristika je 1, a mantisa 0,30103) prema slijedecim 
pravilima: 



Iz log 1 = 0, jer 


je 10° = 


= 1 


log 10 = 1, 




= 10 


log 100 — 2, 


„ io 2 = 


= 100 


log 1000 = 3, 


,. io 3 = 


= 1000 


itd. 






slijedi, da karakteristika logaritma cijelog broja ili 
nepravog decimalnog razlomka sadrzi toliko pozi- 
tivnih jedinica, koliko ima znamenaka u cijelom 
dijelu broja, manje jedan. Npr. log 25,63 ima karakteristiku 
2—1 = 1, jer broj lezi izmedu 10 i 100, a iz gornje tablice vidimo da njegov 
logaritam mora imati vrijednost izmedu 1 i 2, tj. log 25,63 = 1 + mantisa, 
koja se vadi iz tablice I: Briggsovi logaritmi. 


Iz log 1 = 0, jer 


je 10° = 


: 1 


log 0,1 1, 


10- 1 : 


= 0,1 


log 0,01 = — 2, 


.. 10~ 2 = 


- 1 = 1 -0,01 

10* 100 


• 

log 0,001 = — 3, „ 


„ 10-1: 

itd. 


- — = — — - 0,001 

I0 J 1000 

■ 



slijedi da karakteristika logaritma pravog decimal- 
nog razlomka sadrzi toliko negativnih jedinica, 
koljko ima nula oko decimalne tacke razlomka, 
racunajuci i nulu ispred nje. Mantisa je pri tome uvijek 
pozitivna. 
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Npr. log 0,03158 ima karakteristiku — 2 i pozitivnu mantisu, jer je 
broj 0,03158 izmedu 0,1 i 0,01 pa vrijednost njegovog logaritma mora prema 
gornjoj tablici lezati izmedu — 1 i — 2, tj. log. 0,03158 = — 1 — mantisa, 
a oduzmemo li i dodamo li desnoj strani te jednakosti jedinicu, dobivamo 
log 0,03158 = (— 1 — 1) + (1 — mantisa) = — 2 + mantisa. 

Primjeri: 

log 25,63 = 1,40875 log 0,02563 = 0,40875—2 

log 2,563 = 0,40875 log 730000 = 5,86332 

log 0,2563 = 0,40875—1 log 562,4 = 2,75005* 

Znak * ispred trece znamenke mantise znaci da prve dvije znamenke 
mantise treba uzeti i s p o d retka u kojem leze posljednje tri znamenke 
mantise. 

Ima li broj koji se logaritmira vise od fietiri znamenke (nule na 
po£etku i kraju broja se ne broje) mora se interpolirati, tj. iz 
logaritama navedenih u tablici odrediti trazeni logaritam. Interpolacija se 
vr£i po trojnom pravilu. Pokazimo je na primjeru. 



Trazi se log 1224,58. 
Iz tablice vadimo: 

log 1224 = 3,08778 i racunamo razliku toga logaritma i slijedeceg, 
tj. log 1225 = 3,08814. Ta tzv. tablicna razlika iznosi u naSem 
slucaju 36 jedinica petog decimalnog mjesta. 

Sada diskutiramo: Povecamo li broj za 1, povecat ce se njegov loga- 
ritam za 36 jedinica petog mjesta; za koliko ce se povecati njegov loga- 
ritam, ako broj povecamo za 0,58? Postupamo dakle po trojnom pravilu 
(vidi§8): 

1 36 

0,58 ... x 

1 36 A 1 

= — y odatle 

0,58 x 

x = 36 * 0,58 = 20,88 = 21 jedinica petog mjesta. 

Taj rezultat interpolacije pribrojimo log 1224: 

log 1224,58 = 3,08778 

+ 21 

3,08799. 

Rezultati mnozenja tabltfne razlike s petom ili petom i Sestom zna- 
menkom numerusa navedeni su u malim tablicama P. P. (partes propor- 
cionales), koje su gore oznatene tablicnim razlikama. 



6' 
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Izradunajmo na§ logaritam pomodu P. P.: 

Kako je tabliina razlika na§eg logaritma 36, vadimo traiene umnoSke iz one 
tablice P. P., koja je gore oznaCena sa 36. Za 5 dobivamo 18,0 a za 6 Citamo : 28,8, 
ali pribrajamo izvadenom logaritmu samo 2,88, tj, deset puta manje, jer je brojka 6 
na Jestom mjestu zadanog numerusa. Pri zbrajanju logaritma i vrijednosti tih 
umnoiaka nikada ne zbrajamo njihova decimalna mjesta, ve£ pribrajamo samo ko- 
rekciju (u naSem primjeru 1), jer kada radimo s logaritamskim tablicama od 5 deci- 
mala, nema smisla ratunati 6, 7. itd. decimalu mantise, jer nije sigurna. 

Raiunamo dakle ovako: 

1 

log 1224,58 = 3,08778 

18,0 
2,88 



3,08799. 

Svaka rafiunska operacija izvrsena logaritamskim putem zavrSava se 
antilogaritmiranjem, tj. vadenjem numerusa prema dobivenom 
logaritmu, pri Cemu se opet interpolira. Navedimo primjer: 

log a = 0,18175; a 

Najbliia mantisa u tablicama je 0,18156, kojoj odgovara numerus 
1,519, a tablifina razlika je 28. Raiunamo razliku izmedu na§e i te najbliie 
mantise, koja u naSem slufiaju iznosi 19 jedinica petog mjesta, pa diskuti- 
ramo: pove<5amo li mantisu za 28, numerus 6e se povedati za 1; za koliko 
6e se povedati numerus, ako mantisu povedamo za 19: 

28 1 

19 x 



28 1 



19 



, odatle 



28 



0,68. 



Te dvije znamenke pripisimo zdesna numerusu 1,519 uzetom iz 
tablica. Dobijemo traieni numerus: a = 1,51968, 

Jasno je da i sada mozemo interpolaciju ubrzati i olakSati upotre- 
bom tablica P. P. 



Na§ primjer: 

Od zadanog logaritma 0,18175 oduzimamo najbliiu manju mantisu 0,18156. 
kojoj odgovara numerus 1,519. Dobijemo 19. Kako je tablifna razlika 28, traiimo u 

J eS 4 n ?Pi f tU a pcU one tabIice p - p > k °J a i e S° r e oznaCena sa 28, najbliii manji broj. 
io je 16,8 kojemu u lijevom stupcu odgovara 6. Tu brojku pripisujemo zdesna 
izvadenom numerusu, Dobijemo 1,5196. Sada oduzimamo 16,8 od prve razlike 19. 
Dobijemo 2,2, a kako traiimo Sestu znamenku numerusa, povedavamo 2,2 deset puta 
\oa ii m ° 28 22 , u desnom stupcu iste tablice P. P. najbliii manji ili veii broj. To je 
MX kojemu u lijevom stupcu odgovara 8. Tu brojku opet pripisujemo numerusu sa 
desnog kraja i dobijemo 1,51968. Daljnje znamenke numerusa nema smisla raCunati, 
jer vec sesta znamenka nije sigurna. 
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Rafunamo dakle ovako: 



log a = 0,18175 a = 1,51968. 

56 



19 
16,8 



22 
22,4 

Kako su logaritmi brojeva eksponenti iste osnovke, pravila za racu- 
nanje s potencijama iste osnovke vrijede za racunanje s logaritmima, tj. 

1) logaritam umnoSka jednak je zbroju logarita- 
ma mnozitelja: 

log (a ■ b • c) = log a + log b + log c 

2) logaritam razlomka jednak je razlici loga- 
ritma brojnika i logaritma nazivnika: 



log 



a 



b 



log a — log b 



3) logaritam potencije jednak je umnosku ekspo- 
nenta i logaritma osnovke: 

log (a m ) = m • log a 

4) logaritam korijena jednak je logaritmu radi- 
kanda podijeljenom s eksponentom korijena: 

; log a 1 

l°g fa = — — = — log a- 

n n 

Sada mozemo pokazati za§to dekadski logaritmi imaju prednost 
prema svima ostalim logaritamskim sustavima. Ta prednost se sastoji u 
tome da se mantisa dekadskog logaritma ne mijenja ako se u numerusu 
mijenja polozaj decimalne tadke. 

Pokazimo to na primjeru : 
log 2 = 0,30103 

log 20 = log (10 • 2) = log 10 + log 2 = 1 + 0,30103 = 1,30103 
log 200 = log (100 • 2) = log 100 + log 2 = 2 + 0,30103 = 2,30103 

log 0,02 = log — ^— = log 2— log 100 = 0,30103 — 2. 

100 



85 



Druga prednost dekadskih logaritama vec je navedena, a sastoji se 
u mogucnosti odredivanja karakteristike prema broju znamenaka, odnosno 
nula, tako da tablice dekadskih logaritama brojeva sadrze samo mantise. 

Operacije s logaritmima vr5e se obifcnim putem, ali treba 
drzati na umu: 

a) da se s negativnim logaritmima postupa kao s binomima i da 
mantisa tokom racunanja mora ostati pozitivna. 

Primjer: 

_ 0,035108 _ a 
X ~~ 0,85672 ~ T 

log x — log a — log b 





N. 


L. 








+ 1 —1 




a 


0,035108 


0,54541 -2 


I 


b 


0,85672 


—0,93284 =F 1 


II 


X 


0,040980 


0,61257—2 


I — II 



31 83 
9,6 

41 84 



b) da karakteristika mora ostati i nakon dijeljenja cijela. U tu svrhu 
dodajemo negativnoj karakteristici toliko negativnih jedinica da je mozemo 
podijeliti bez ostatka, isti broj pozitivnih jedinica pribrajamo mantisi, da 
se vrijednost logaritma ne promijeni. 

Primjer: 

7^ 7 

x = V 0,0112308 = Y~a 

1 

log x — — log a 





N. 


L. 




a 


0,01 1230S 


+ 5 -5 
0,05041 —2 


I 


X 


0,526612 


0,72149 - I 


I : 7 



38 49 
3,12 —48 



Imamo li redom oduzeti nekoliko logaritama, mozemo pribrojiti nji- 
hove kologaritme. 

Kologaritmom nekog broja nazivamo logaritam 
njegove reciprocne vrijednosti: 

colog a = log = log 1 — log a = 0 — log a = — log a. 
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Kologaritam se dobije tako da se karakteristici logaritma dodaje 
jedna pozitivna jedinica, pa se karakteristika povecana na taj nacin napise 
s protivnim predznakom, a mjesto mantise pise se njena dopuna do 1. 

Npr. : 

log 35,86 = 1,55461, a colog 35,86 = 0,44539 — 2 
log 0,00194 = 0,28780 — 3, a colog 0,00194 = 2,71220. 

■ 

Pisemo li negativne logaritme i kologaritme u takvom obliku da je 
na kraju — 10 (taj nacin prikazivanja negativnih logaritama nalazimo 
obicno u tablici logaritama goniometrijskih funkcija), tada je kologaritam 
dopuna do 10 doticnog logaritma, pri cemu kologaritam ima na kraiu 



10, ako je logaritam pozitivan. 



Npr.: 



log 35,86 = 1,55461, a colog 35,86 = 8,44539 



10 



log 0,00194 = 7,28780 — 10, a colog 0,00194 = 2,71220. 

(Dopuna do 1 i do 10 pise se uvijek slijeva nadesno i to tako da se za 
svaku znamenku pise njena dopuna do 9, a za posljednju do 10.) 



Primjer: 



0,0701 



a 



x = 



41,583 • 0,00021856 



log x = log a — log b — log c = log a + colog b + colog c 





N. 


L. i Col. 




a 


0,0701 


0,84572—2 


I 


b 


41,583 


0,38109—2 


II 


c 


0,00021856 


3,66043 


III 


X 


7,71333 


4,88724 -4 


I + II + III 






0,88724 





88 
3,3 

91 



45 
12 

57 



24 
22 



2 

1,8 



1,8 



Logaritmi su uz rijetke iznimke (log 100 = 2, log 0,1 = — 1 itd.) ira- 
cionalm brojevi, tj. decimalni neperiodski razlomci, koji imaju beskonacno 
mnogo decimala. Stoga je logaritamski racun priblizan i njegova je tacnost 
to veca, Sto su tacnije izracunati logaritmi. Prema broju znamenaka u 
brojevima i ta£nosti koja se trazi od rezultata racunske operacije, uzimaju 
se pri logaritamskom raCunanju ili logaritamske tablice od 5 decimala 
(npr. Majcenove) ili od 6 decimala (npr. Dolezalove) ili od 7 decimala 
(Vega) itd. Logaritamsko ra<5unalo zapravo je logaritamska tablica od 3 
decimale.*) Logaritmiranje trigonometrijskih funkcija vidi dalje u III, 
§ 11 i 12. 



•) Vidi od istog pisca: Logaritamsko ratunalo 
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2. SKRACENO MN02ENJE 

Treba izrafiunati umnozak decimalnih razlomaka a i b na n deci- 
mala tadno. 

Ispod prvog mnozitelja a pisemo zdesna nalijevo drugi mno- 
zitelj b, tako da njegove j e d i n i c e dodu ispod (n + l)-ve decimale prvog 
mnozitelja a. Nakon toga mnozimo pocevsi od krajnje desne brojke 
mnozitelja b. Pri mnozenju uzimamo korekcije (vidi primjer 1). Trazeni 
umnozak ima (n + 1) decimala, ali zajamcenih samo n. 

Primjer 1. 

e n na tri decimale tafno. 

n = 3; n+l = 4 c = 2,718281828 . . . 

n - 3,1415926 . . . 

2,71828 
95,1413 

81548 [3-8 = 24. korokcija 2; 3- 2 = 6 i korekcija 2 daju zadnju brojku 81 
2718 — [1-2 = 2, korekcija 0 ; 1- 8 = 8 i korekcija 0 daje zadnju brojku 8] ltd. 
1087 

27 

J4 

2 - [9-2 = 18, korekcija 1 ; 9- 0 = 0 i korekcija 2 daje 2]. 
8,5396 

e • ,t = 8,540 na tri decimale taCno. 

Smisao korekcija koje se uzimaju pri mnozenju i usteda rada primje- 
nom nacina skracenog mnozenja najbolje se vidi ako se mnozenje izvrsi 
obicnim putem: 



2,71828 • 


3,14159 


815484 




27182 


8 


10873 


12 


271 


828 


135 


9140 


24 


46452 


8,53972 


12652 



Primjer 2. 

0,057553543 . 0,00511 na 6 decimala tacno. 

n = 6; n + 1 = 7. 

0,0575535 
115000 

2878 
58 
6 



0,0002942 

0,057553543 0,0051 1 = 0,000294 na 6 dec, tacno. 

Primjer 3.: 

0,05621343 . 125,63123 na 4 decimale tacno. 

n - 4; n + 1 = 5. 
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0,05621343 
3,2136521 

562134 
112427 
28107 
3373 
169 
6 
1 



7,06217 

0,05621343 - 125,63123 - 7,0622 na 4 dec. ta^no. 



3. SKRACENO dijeljenje 

Treba izra£unati kvocijent decimalnih razlomaka a i b na n deci- 
mala tacno. 

Najprije se odredi polozaj decimalnog zareza u trazenom kvocijentu 
i broj znamenaka m koje treba izracunati da se dobije kvocijent na 
n decimala tacno (m = broj tacaka, vidi primjere). Nakon toga se uzme: 

1. u divizoru b (m + 1) znamenaka, a (m -f 2)-ga prepise radi korek- 
cije pri mnozenju. 

2. u dividendu a toliko znamenaka da bude veci od divizora, kori- 
girajuci posljednju pridrzanu znamenku dividenda. 

Sada se dijeli, pri cemu se nakon svakog oduzimanja brise posljednja 
znamenka divizora tako, da se dalje dijeli ostatak s preostalim zna- 
menkama divizora. Pri mnozenju uzimaju se korekcije. 

Odredeni kvocijent ima (n + 1) decimala, ali zajamcenih samo n. 

Primjer 1. 

x : e = 3,1415926 . . . : 2,718218 . . . na 3 dec. tafno. 

n = 3; m = 4; m + 1 = 5. 

4233 

1515 
156 
20 

1 rr : e = 1,156 na 3 dec. ta£no. 



Primjer 2. 

853,97 : ji na tri decimale ta6no. 

n = 3; m = 6; m + 1 = 7. 
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8539700:3///^, = 271,827,2 
2256515 ....... 

57401 
25985 
853 

225 
5 

—1 853,97:tt = 27I,827 na 3 dec. tafno. 



Primjer 3. 

1 

— na 4 decimale tafno. 

e 

n = 4; m — 4; m + 1 = 5. 



100000 : 2;/^/, = 0,3678,8. 
18452 



2143 
240 
23 
1 



• • ■ • 



— = 0,3679 na 4 decimale ta£no. 
e 



Primjer 4. 



0,00788918 : 2,11221 na 4 decimale tafno. 

n = 4; m = 2; m + 1 = 3 

789:21^ = 0,0037,3 

155 
7 

1 

0,00788918:2,11221 = 0,0037 na 4 dec. tadno. 



§ 15. KAMATNO 

1. SL02ENE KAMATE 



KAMATNI RACUN 



Ulozimo li u banku npr. 100 din. uz 4%, imat cemo na kraju godine 
4 din. kamata. Ako tih 4 din. ne podignemo krajem godine, l?anka ce na 
kraju slijedece godine racunati kamate od 104 din, tj. dat ce nam osim 
kamata od glavnice jos i kamate od kamata. Ako se, dakle, kamate ne po- 
dizu, vec priklapaju glavnici, pa se daljnje kamate rafunaju ne samo od 
glavnice vec i od naraslih kamata, kaze sedaje glavnica ulozena 
uz slozene kamate. 



2. SADASNJA I KONACNA VRIJEDNOST GLAVNICE UL02ENE UZ SL02ENE 
KAMATE 



Rijesimo zadatak: Na koju ce svotu narasti glavnica g din, ulozena uz 
p°/o slozenih kamata? 

Na kraju 1. godine imat cemo (vidi § 9): g + p = 



100 



gdie ie a = 1 + — kamatni faktor. (59) 

5 J J 100 



gq 

Na kraju 2. godine bit ce: gq H • p — gq 

100 



/ 



1 + 



P 



100 



prema (59) = gq • q = gq*. 



g ' Q 1 m ( . P 

Na kraju 3. godine: gq 2 + • p = gq* 



i + —\=gq 3 itd 

100 



Konacno na kraju n-te godine imat ce ulozena glavnica g vrijednost: 



9„ = gq n 



(60) 
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Tu je 

g = ulozena glavnica 



1 + — — — kamatni faktor 



100 



n = broj godina. 

Iz formule (60) mozemo dalje izracunati: 



1. ulozenu glavnicu g ili, kako se kaze, sadasnju vnjednost 
g 1 a v n i c e, ako znamo konacnu vrijednost glavnice g n , broj godina n i 
kamatni faktor q ili kamatnjak p. 

g= Ms -=gn'—, (60a) 

2. kamatni faktor q ili kamatnjak p [iz (59) imamo 
p = 100 (q — 1)], ako znamo g„, g i n, jer iz (60) slijedi: 



gn 
g 



a odatle: q = \j *5 




(60b) 



3. broj godina nu toku kojih je glavnica g ulozena uz p °/o 
slozenih kamata narasla do konacne vrijednosti g n , jer iz (60) slijedi: 



8 



a logaritmiranje daje: n log q = log g n — log g, a odatle 



n 



log gn — lo g g 
log q 



(60c) 



Do sada smo pretpostavljali g o d i £ n j e ukamadivanje, tj. 
slucaj kada se kamate priklapaju glavnici jedanput na godinu i to krajem 
svake godine (dekursivno). Medutim banke vrse obi£no polugodiSnje uka- 
macivanje, tj. kamate se racunaju i priklapaju glavnici krajem svakog 
polugodista, dakle dvaput na godinu. KonaCno, kamate se mogu priklapati 
glavnici i cetvrtgodisnje, tj. nakon svaka 3 mjeseca, dakle 4 puta na godi- 
nu, ili nakon svaka 4 mjeseca, dakle 3 puta godiSnje itd. 



je nesto preinaiiti. 



formulu (60), moramo 



Kamatni faktor (59) q = 1 + — — primit ce sada oblik: 

100 

?i = l+ P 



m • 100 ' 



(61) 



92 



gdje je m broj koji pokazuje koliko se puta u toku godine vr§i ukamaciva- 
nie ulozene glavnice, ier ako ie nor. clavnica ulozena uz 4%. a kamatp ^ 



se priklapaju glavnici 
P 4 _ 



za po godine bit ce 



m 7 



2%, jer se kamate priklapaju glavnici dva puta u godini, a ako 



svaka 



1 

go- 



4 



P 4 

dine iznosi — = — = 1%, jer se kamate priklapaju glavnici 12 mjes.: 

ttx ^ 

3 mjes. = 4 puta godiSnje itd. OznaCimo li opdenito — = p,, primit ce 

m 

formula (61) oblik: 

q\ = 1 (61a) 

100 V ; 

j . . P 

gdje je p, = 



m 



p t se zove relativni kamatnjak, dok je q x r e 1 a t i v n i k a- 
matni faktor. 

Uzmemo li dalje u obzir da ce u toku n godina broj ukamacivanja 
iznositi m • n, gdje je m broj ukamadivanja u jednoj godini, primit ce for- 
mula (60) oblik 



9n = 9 • q 



mn 



1 



(62) 



gdje je g n = kona£na vrijednost glavnice nakon n godina, 

g = sadasnja vrijednost glavnice, 

o, = 1 + — - — = 1 H — ^— = relativni kamatni faktor, 

m • 100 100 

m = broj ukamacivanja u 1 godini, 
n = broj godina. 



Iz (62) slijedi: 



s =- g 



(62a) 



qx mn 



To je sadaSnja vrijednost glavnice, koja dospijeva nakon n godina uz 
p% i m ukamacivanja u godini. 



Primjeri: 

1. Netko ulozi u banku din. 10000.—. Na koji 6e iznos narasti ta glavnica za 10 
godina uz kamatnjak 6Vt godiinje, ako se kamate priklapaju glavnici 

a) godiSnje, 

b) polugodiSnje, 

c) svaka 4 mjeseca? 



Zadano: g = 10000; n = 10, p = 6. 
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Traii se: g t0 . 

P 6 
a) Prema (59): q = l + — = 1 + — = 1,06. 

Prema (60): g t0 = g - q" = 10000 . l f 06 10 . 

Dobiveni izraz moiemo neposredno logaritmirati, pa tako dobijemo traienu vri- 
jednost za g t0 . Jednostavnije i brze doti cemo do te vrijednosti ako imamo pri ruci 
tablicu u kojoj su izraiunate vrijednosti q n za niz vrijednosti kamatnjaka p i broja 
godina n. Takva se tablica nalazi npr. u logaritamskim tablicama dr Majcena (tablica 
XI*). Iz nje vadimo po argumentima p = 6°/o i n = 10 : q 10 = 1,790848, pa 

g iQ = 10000 . 1,790848 = 17908,48 din. 

Kad glavnica g ne bi bila okrugao broj, kao u naSem slufaju, raCunali bismo taj 
umnozak logaritamskim putem. 

b) m = 2, m - n = 2 - 10 = 20. 



Prema (61a): 



P 6 
Pi = — = — = 3%i 

m 2 



Prema (62): 

g l0 = 10000 - l,03 w . 

Vrijednost za l,03 w vadimo iz tablice XI po argumentima p { = 3% i n = 20 
pa dobivamo: 

0 IO = 10000 . 1,806111 = 18061,11 din. 
c) m = 12 : 4 =-■ 3; m . n = 3 . 10 = 30. 



Prema (61a) 



P 6 

p x = __ = 2 o/ j 

m 3 



„. 1 + A = ,, 02 . 



Prema (62): 



g,o = 10000 - 1,02 10 = 10000 . 1,811362 = 18113,62 din. 



(vrijednost 1,811362 izvadena je iz tabice XI po argumentima p = 2in = 30). 

2 Kolika je sadasnja vrijednost duga od 10000 din. koji bi se morao platit 
nakon 5 godina uz 4Vt°/« i 

a) godisnje ukamacivanje, 

b) cetvrtgodisnje ukamacivanje? 



U novom lzdanju Nakladnog zavoda Hrvatske, Zagreb 1948, ta je tablica 
izostavljena. a umetnuta je tablica VI, Logaritmi kamatnih faktora. Mnogo su op- 
fi.rnije kamatne tablice koje je dr Vladimir Vranic prilozio svojoj knjizi .Osnovi 
Iinancijske i aktuarske matematike«, Zagreb 1946. 
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a) o„ = 10000, n = 5, p = 4,5 



?= 1 + 



P 



100 



= I + 0,045 = 1,045 



Prema (60a): 



8n 10000 , 1 

* = ~ = 7T77T = l00 °0- 

q n 1,045* 1,045* 



Vrijednost 



1 



I 



<T 1,045 



opet moiemo uzeti iz tablice. U Majcenovim logari- 



tamskim tablicama to je tablica XII.* Iz nje vadimo po argumentima p = 4,5% i n = 5 



1 



1,045* 



= 0,802451. 



Dobivamo: 
b) m = 4; m . n = 20. 

Prema (61a): 



g = 10000 • 0,802451 = 8024,51 din. 



P 4,5 

Pi = - = — = 1, 125% 
m 4 

• Pi , , 1,125 
<7i = 1 H = 1 H 

100 100 



= 1,01125 



Prema (62a): 



8 = 



gn 



10000 



<7i 



mn 



1,01125" 



Kako u tablici XII nisu izrafunate vrijednosti 



1 



za q = 1,125% = 



I 

1 — %, traienu 

o 



vrijednost a dobivamo logaritamskim putem: 

log g = log 10000 — 20 log 1,01125 = log 10000 + 20 colog 1,01125 



log 1,01125 = 
colog 1,01125 = 



0,00486 
0,99514 



1 



20 colog 1,01125 = 19,90280 — 20 
log 10000 = 4,00000 



+ 



log g 



= 23,90280 
= 3,90280 



20 



g = 7994,67 din. 



3. PERIODSKE U PLATE 



a) Konacna i sadasnja vrijednost periodskih uplata 

RijeSimo zadatak: Netko ulaze kroz n godina koncem svake go- 
dine svotu r uz p% slozenih kamata i godiSnje ukamacivanje. Pita se 
kolika je konacna vrijednost tih periodskih uplata na k r a j u n-te 
godine? 



•) U novom izdanju ta tablica je takoder izostavljena. 
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Sastavimo krizaljku, oznacivsi rednim brojem p o 5 e t a k svake 
godine i napisavsi ispod svake godine ulozenu svotu r. 

Pocetak 1. god. 2. god. 3. god (n — 1) god. n god. (n + 1) god. 

— r r rr r 

Iz krizaljke vidimo da je prva uplata r lezala (n — 1) godinu, jer je 
izmedu kraja 1. godine i kraja n-te godine proteklo (n — 1) godina, pa ce 
ta prva uplata narasti prema (60) na r q n—1 . Druga uplata lezala je jednu 
godinu manje, pa ce narasti na r • q n ~ 2 . Treca — na r- q n — 3 itd. pretpo- 
slednja — na r • q, jer je lezala samo jednu godinu, i konacno posljednja 
uplata r ostala je bez promjene, jer je bila ulozena na dan obracuna, tj. na 
kraju n-te godine [ili na pocetku (n -f l)-ve god.]. 

Prema tome konacna vrijednost svih periodskih uplata na kraju 
n-te godine bit ce: 



S n = rq"- 1 + rq*- 2 + rq n ~ 3 + + rq + r 



ili: 



S n = r (1 + q + q 2 + . . + q"" 2 + q"~*) 



U zagradama je geometrijski red kojemu je prvi clan a= 1, kvoci- 
jent q = q, a broj godina n = n. 



Prema (57) imamo: 



9-1 



3 



(63) 



gdje je q = 1 + P 



100 



To je konacna vrijednost periodskih uplata r na kraju n-te go- 
dine uz ulaganje k o n c e m svake godine. Istu formulu (63) dobivamo 
za konacnu vrijednost periodskih uplata na pocetku n-te godine, ako 
se ulaganje vrsi pocetkom svake godine (sastavi krizaljku). 

Ako hocemo da odredimo konacnu vrijednost periodskih uplata r 
opet n a kraju n-te godine, ali uz ulaganje na pocetku svake 
godine, moramo uzeti u obzir da ce sada prva uplata lezati n godina (sa- 
stavi krizaljku!), druga (n— 1) godinu itd., a posljednja jednu godinu. 
Ponovivsi istu diskqsiju dobit cemo: 



S\ = rq" + rq'- 1 + + rq 2 + rq 



ili: 



S' n = rq (1 + q + + q—* -f q"-'j 



i prema (57): 



o „ = rq 

q—\ 



(63a) 



To je konacna vrijednost periodskih uplata r na kraju n-te go- 
dine uz ulaganje pocetkom godine. 
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I za vrijednosti q — postoje posebne tablice. U tablicama dr 

q— 1 

Vranica (vidi opasku na str. 84) to je tabl. III. 

RijeSimo jos pitanje, kolika je sadasnja vrijednost periodskih uplata 
r, koje su narasle na S n , odnosno na S'„ n a k r a j u n-te g o d i n e, dru- 
gim rijecima koju svotu S moramo uloziti na kraju 1. godine, odnosno S 1 
na pocetku 1. godine, da bismo imali S n , odnosno S'„ na kraju n-te godine? 

Uzevsi u obzir da bi svota S, odnosno S' lezala (n — 1), odnosno n 
godina, dobit cemo prema (60a): 



5=^ 



(64) 



S' 



gdje je q = 1 + — — . 

100 



(64a) 



Toje sadaSnja vrijednost periodskih uplata na kraju 
n-te godine. 

b) Povecanje glavnice periodskim ulaganjem 

Ako netko ulozi pocetkom prve godine glavnicu g uz p°/o slozenih 
kamata i godisnje ukamacivanje, a dalje pocetkom svake slijedece 
godine racunajuci i pocetak (n + l)-ve godine (kraj n-te), ulaze jos 
svotu r, narast ce krajem n-te godine glavnica g prema (60) na g • q n , 

a periodske uplate r prema (63) — na r , pa ce konacna vrijed- 

g— 1 

nost glavnice i periodskih uplata krajem n-te godine iznositi: 



S H =g-f+r£-± (64a) 

q— 1 



gdje je q = 1 + 



P 



100 



a ako se svota r oduzima glavnici g, konaina ce vrijednost biti: 

* 

q n —\ 
q—\ 



(64a) 



P r i m j e d b a. Nije moguce predvidjeti i obuhvatiti formulama 
sve nacine pod kojima se ulaze i podize novae. Stoga se preporucuje da se 
pri rjeSavanju slozenih zadataka ne sluzi formulama (63) do (64a), yec 
se za svaki konkretni slucaj nadini izvod formule uz pripomod krizaljke, 
iz koje se jasno vidi koliko je godina lezala pojedina svota do momenta 

obracuna. 



7 B. Apsen: RepetltorlJ elementarne matematlke 
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Primjer: 

Netko ulozi 30000 din. pa poCetkom iducih 4 godina uvecava svoj ulog svaki 
put za °500 din., dok krajem 6, 8 i 10. godine podize po 1500 din. Kolika je njegova 
imovina na kraju 12. godine? (p = 4%, godiSnje ukamacivanje.) 

p 

g = 30000; r = 2500; r, = 1500; q = 1 + — = 1,04. 



Pocetak 1. god. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 

g r r r r -r, -r, -r, 



S,* = 9 • q" + rq u + rq i0 + rq' + rq" - r,q» — r,q 4 — r,q ! 

ili: 

S lt = g ■ q lt + rq 8 (1 + q + + q s ) — (1 + q* + q 4 ). 



Prema (57): 



q* _ | ( q ™ - 1 

S n = g ■ <7 ,s + r? - rrf -L- r 



x = Q . q i2 = 30000 • l,04 ,s = 30000 • 1,601032 = 48030,96 din. 



(Tablica XI) 



l,04 4 — 1 0,1698 59 

v = rq* 2500 ■ 1,04* ■ = 2500- 1,368569 • — 

y Q q - 1 0,04 0,04 

<f-\ 0,265319 

z = r.q-- - I 500 1 ,08 1 600 • 

lV ^-—1 0,081600 
y i z rafunat cemo logaritamskim putem: 



log 2500 =3,39794 

log 1,368569 = 0,13627 

log 0,169859 = 0,23009 — 1 

colog 0,04 = 1,39794 



+ 



log y = 4,16224 
y = 14529,00 

log 1500 = 3,17609 

log 1,081600 • = 0,03407 
log 0,265319 = 0,42377 — 1 
colog 0,081600 = 1,08831 



+ 



log z = 3,72224 
z = 5275,25 

S„ = x + y — 2 = 57284,71. S,, = 57284,71 din. 



4. OTPLATA DUGA. ANUITETI 



Veci dugovi ili zajmovi sklopljeni na duzi otplatni rok otplacuju 
se obicno tako da se u izvjesnim vremenskim razmacima, npr. na koncu 
svake godine, uplacuju isti iznosi, koji se zovu a n u i t e t i. 

Jednim dijelom anuiteta isplacuju se kamati, dok drugi dio (tako- 
zvana otplatna kvota) ide na amortizaciju (podmirenje) duga. 

Zadatak glasi dakle ovako: Zajam od g din. treba otplatiti u n anu- 
iteta (u n godina) koncem svake godine uz kamatnjak p% godisnje. Koliki 
je svaki anuitet a? 
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Za n godina narast ce prema (60) dug gnag- q*, gdje je q = 1 + 

+ TOO" ' 3 konaena vrijednost uplacenih anuiteta na kraju n-te godine 

(f— 1 

prema (63) na a . Da bude zajam koncem n-te godine potpuno 

otplacen, mora biti: 



gq" - a 



q-\ 



(65) 



Izteformule amortizacije duga dobivamo : 

1) vrijednost anuiteta: a=g^-^- — — . (65a) 

q»-\ 

2) broj godina n, u toku kojih ce se otplatiti dug g uz zadani 
anuitet a. 



ili: 



ili: 



Da odredimo n mnozimo formulu (65) sa (q — 1): 

g ■ q" (q — l) = aq" — a, 
aq n — gq" (q — 1) = a, 



q n [a — g(q — 1)] = a. 



Odatle: 



a 



a logaritmiranje daje 

n log q = log a — log [a — g (q — 1) ] 



log q 



(65b) 



U tablicama dr Vranica (vidi opasku na str. 84) nalazi se posebna 

q n (q—l) 

tablica V, u kojoj su izracunate vrijednosti izraza — ^ — . 

Za svaki veci dugorocni zajam sastavlja se tzv. otplatna osno- 
v a, u kojoj je posebno za svaku godinu navedeno: 

1) iznos J isplacenih kamata, 

2) otplatna kvota K i 

3) ostatak duga L, gdje je 

I = ' Py 

100 



odnosno 



^ *p, K = a — /, L = g — K. 



100 
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Primjer. 

Netko 2eli kupiti kuiu u vrijednosti od 300000 din. U tu svrhu posudl taj novae 
nke, koja traii 4% kamata i da joj dug namiri u jednakim godiSnjim obrocima 
2 godlna. Kolika je godiSnja otplata? 



g = 300000; p = 4°/o; q 



1+ _£- = Ij0 4;n=,2. 



UvrStenje u formulu (65a) daje: 



300000 . 



1,04" • 0,04 
1,04" — 1 



Iz tablice XI (Majcen) vadimo: 1,04" = 1,601032. 



Dakle: 



300000 • 1,601032 • 0,04 



a 



0,601032 



log 0,601032 



0,77890 — 1 



log 
log 
log 
colog 



300000 

1,601032 

0,04 

0,601032 



5,47712 
0,20440 
0,60206 
0,22110 



2 



+ 



log a 



= 4,50468 
31965,40 din. 



5. RENTE 

Novcani iznos sto ga netko prima uz izvjesne uvjete i u izvjesnim 
vremenskim razmacima, npr. pofietkom ili krajem svake godine, zove se 
renta. Renta se moze stedi ili uloskom, koji se plati jednom za uvijek 
(miza), ili periodskim uplatama (premijama). 

Da bismo izveli opcu jednadzbu rente za prvi slucaj, rijeSimo zadatak: 

Koju svotu 5 (mizu) moramo uloziti da kroz n godina primamo na 
kraju svake godine rentu r (p% godisnje)? 

Vrijednosti mize S na kraju n-te godine iznosi prema (60) S • q n , 



gdje je q = 1 + . Rente su periodske isplate, pa mozemo 

lako prema formuli za periodske uplate (63) napisati konafinu vrijednost 
isplacenih renta na kraju n-te godine. Ona iznosi: 



r- . 

g-l 

Obje izraiunate vrijednosti moraju biti jednake: 



g-l 



(66) 



To je opca jednadzba rafuna rente. 
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Iz (66) slijedi: 

1) vri jednost rente koja dospijeva kroz n godina na kraju 
svake godine: 



(66a) 



2) miza ili sadaSnja vrijednost rente 

6 = r 



(66b) 



3) broj godina n u toku kojih se isplacuje renta r na kraju svake 



godine: 



„ log r — log [r — S (q— \)} 

n = . (66c) 

log q 



Ako se renta r isplacuje pocetkom svake godine, jednadzba (66) 



prima oblik: 



q-\ 



(67) 



a odatle je 



a) vrijednost rente: 



r=s *-'(«-0 



b) miza ili sadaSnja vrijednost rente s obzirom na p o £ e t a k n-te 



godine: 



<r~ l (<?-i) 



U tablicama dr Vranica (vidi opasku na str. 84) nalazi se tablica 

q» ( q — J) q" — 1 

V za vrijednosti — — — i tablica IV za vrijednosti — - ■ 

Primjeri: 

1. Netko je uloiio 3000 din, da bi mogao nakon 30 godina dobivati rentu koja 
6e trajati 15 godina, a poiet de krajem 31. godine. Kolika je renta ako se raCuna 5V« 
godiSnje? 
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Prema (66) imamo, uzevSi u obzir da je Sq n = 3000- 1,05 45 , jer se raCuna ko- 

P 

nafina vrijednost uloiene svote na kraju 30 + 15 = 45. godine, dok je q = 1 + 



= 1,05, dalje je r 



qn — | 
T 



1,05 



16 



I 



0,05 



100 



jer su se rentne isplate vrSile kroz 



posljednjih 15 godina na kraju svake godine: 



3000 ■ 1,05" = r ■ 



1 ,05" - I 
0,05 



Odatle dobivamo: 



3000 • 1,05" • 0,05 
1,078928 



gdje je 1,078928 = 1,05" — 1 = 2,078928— 1 (Majcen, Tabl. XI). 



log 1,078928 
log 1,05 



0,03299 
0,02119 



45 log 
log 
log 
colog 



1,05 

3000 

0,05 

1,078928 



0,95355 
3,47712 
0,69897 
0,96701 



log r 



2 
1 



= 3,09665 
r = 1249,26 din 



+ 



2. Netko zeli da osigura sebi godiSnju rentu od 1000 din, koju ce podizati kroz 
10 godina svrSetkom svake godine. Koliku ce svotu morati poloziti u banku, ako je 
kamatnjak 4% godiSnje? 



Prema (66b) 



5= 1000 



1,04 



10 



I 



l,04 10 • 0,04 



ili: 



1000 • 0,480244 

S== ■ AOMAA ntxA (Majcen, tabl. XI) 

1,480244 • 0,04 



log 
log 
colog 
colog 



1000 
0,480244 
1,480244 
0,04 



3,00000 
0,68146 
0,82967 
1,39794 



1 
1 



+ 



log S 



= 3,90907 
5 = 8111 din. 



3. Otac uloii za svoju kter na njen rodendan, 
godina svaki put po 800 din. Koliku godiSnju rentu 
nakon navrSene 24. godine (p = 4°/o godiSnje)? 



pa onda nakon 4, 8, 12, 16 i 20 
moie k6i uiivati kroz 6 godina 



r = 800 ; q = 1 + 



P 



100 



= 1,04 ; r, = ? 



Po£. 1. god. 2. 3 4. 5 



9 * * » 
r 



13... 
r 



17.... 21 



24. 25. 26 



30. 31 
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Konatna vrijednost pcriodskih uplata r na kraju 30. godine: 



r . q 30 4- rq" + rq 2 ' + rq 18 4- rq 14 + rq 10 = rq 10 (1 + q 4 + q H + q ,J + q 1 * + q*°) = 



= prema (57) = 



10 



4* - I 



24 



HI 



I 



^-1 



Konadna vrijednost rentnih uplata r na kraju 30. godine prema (63a) 



IT* ' * 

* s ,i = r » • q 



i 



Kako je S" n — S'n. imamo 



r; 



I 



I q 



24 



</ 4 



1 



Odatle: 



r -y 3 (^ 4 — 1)^—1) 

W*— 1)0/* — ij 



UvrStenje numeritkih VTijednosti uz pripomot tablice XI (Majcen) daje 



800 1,423312 • 1,563304 0,04 
0,169859 • 0,265319 



log 0 t 169859 
log 0,265319 



log r x 



0,23009 
0.42377 



= 3,19863 



1 
1 



log 800 


- 2.90309 


log 1.423312 


= 0.15330 


log 1,563304 


- 0.19404 


log 0.04 


= 0,60206 — 2 


colog 0,169859 


- 0.76991 


colog 0,265319 


- 0.57623 



+ 



r, = 1579,89 din 
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II. GEOMETRIJA 



§ 1. PLANIMETRIJA 

1. TROKUT 

Elementi su mu stranice a, b, c, i kutovi a, (3, y. 

a + p + Y = 180° 

C 




SL 1 

Vanjski kut 

p' = a + y. 

Ako je a ^ b, tada je a ^ p. 

a + b > c, a odatle slijedi: a > c — b i b > c — a, gdje je c najve<5a stra- 
nica trokuta. 

a) Sukladni trokuti 

Dva su trokuta A l B 1 C l i A 2 B 2 C 2 sukladna: (A A 1 B 1 C 1 ^ A i4 2 B 2 Cj, 
tj. podudaraju se u svim pripadnim stranicama i kutovima, 




SI. 2 
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1) ako se podudaraju u jednoj stranici i dva kuta uz tu stranicu. 

C| = c 2 , a x = do. = |3 2 ; 

2) ako se podudaraju u dvije stranice i kutu medu njima: 

b, = bo. c, = c 2 . a, = n 2 ; 

3) ako se podudaraju u dvije stranice i kutu nasuprot vecoj od njih: 

a t = a 2f b, = b 2 , i a, = a <f ako je a x > b„ odn. a 2 > b 2 ; 

4) ako se podudaraju u sve tri stranice: 

a, = a 2 . b, = b 2 . c t = c 2 . 



b) Slicni Irokuti 

Dva su trokuta A { B X C X i A 2 B 2 C 2 slicna (A A t B, C t ^ A 2 B 2 C 2 ), tj 
kutovi jednog trokuta jednaki su po redu kutovima drugog trokuta (homo- 
logni kutovi). a homologne stranice stoje im u istom omjeru (razmjerne su): 

a x = u 2 . = (U Yi = Ya 1 a \ : b \ : c i = a 2 : b 2 : c 2- 




SI. 3 



1) kad se podudaraju u dva kuta 

a 1 = a 2 , 0, = (5 2 : 

2) kad su dvije stranice jednoga razmjerne sa dvije stranice drugoga 
i kad su im kutovi, koje zatvaraju te dvije stranice, jednaki: 

a x : b, = a 2 : b 2 Yi = Ys! 

3) Kad su dvije stranice jednoga razmjerne sa dvije stranice drugoga 
i kad su kutovi. koji su nasuprot vecim stranicama. jednaki: 

a x : b, = : b 2 ; a, = a 2 . pri cemu je a, > b, i a 2 > b 2 : 

4) kad su stranice jednoga razmjerne sa stranicama drugoga: 

a \ : b, : c t = a 2 : b 2 : c 2 . 

U slicnim trokutima stoje u istom stalnom omjeru ne samo stranice 
trokuta vec i njihove visine, simetrale stranica i kutova. opsezi itd. 

v\ a x b { 



Tako je npr. — ~ — = — itd . 

Vl Q2 
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stanica, tj. 



Plostine slicnih trokuta odnose se kao k v a d r a t i homolognih 



Pi 

Pi 



a 



a 2 2 



bS 



c) Cetiri znacajne tacke trokuta 

U jednom trokutu sijeku se u jednoj tacki: 

1) simetrale stranica (srediste trokutu opisane kruznice); 

2) simetrale nutarnjih kutova (srediste trokutu upisane kruznice); 

3) visine, odnosno njihova produzenja (ortocentar); 

4) tezisnice, tj. duzine koje spajaju vrhove trokuta sa sredinama su- 
protnih stranica. TeziSte dijeli tezisnicu u dva dijela; onaj do stranice 
jednak je trecini tezisnice. 

Samo u istostranicnom trokutu padaju sve cetiri tacke zajedno. 



d) Povrsina trokuta 



P 



c - v 



2 



]/s (s — a) - (s — b) - (s — c) = p-s 



abc 
4r 



(2s = a + b + c, o — polumjer upisane kruznice, 

polumjer opisane kruznice) 
(Vidi takoder: Goniometrija i trigonometrija, § 15) 



e) Pravokutni trokut 

1) Pitagorin poucak (SI. 4): 

a 2 + b 2 . 

Kvadrat hipotenuze jednak 
je zbroju kvadrata kateta. 



Odatle: 



9 



C 




P 



SI. 4 



B 



2) Euklidovi pou6ci (si. 4): 

p : v = v : q, odatle v 
c : a = a : p, odatle a 



Vpq 



c : b = b : q, odatle b = Vcq, tj. : 



Visina na hipotenuzu je srednja geometrijska proportionate izmedu 
odrezaka hipotenuze, a svaka kateta je srednja geometrijska proportionate 
izmedu citave hipotenuze i odreska hipotenuze uz tu katetu. 



2. CETVEROKUTI 




360°. 



Zbroj nutarnjih kutova iznosi 
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a) Paralelogram 

Suprotne su stranice usporedne 
i jednake, suprotni kutovi jednaki, 
dijagonale raspolavljaju jedna drugu. 

Plo§tina P = a ■ v (osnovka pu- 
ta visina). 



b) Pravokutnik 

Suprotne su stranice usporedne i jed- & 
nake, svi kutovi pravi, dijagonale d jed- 
nake. 

Plostina P = a • b. 




a 

SI. 6 



b 



a 




A 

/ \ 

■ 



a 




a 

SI. 7 



c) Kvadrat (istostranicni pravokutnik) 

Sve su stranice jednake, svi kutovi pravi, 
dijagonale d jednake, medusobno okomite i ra- 
spoljavaju kutove kvadrata. 



Plostina P = a 2 i P 



2 



d) Romb (istostranicni paralelogram) 

Sve su stranice jednake, suprotni ku- 
tovi jednaki, dijagonale dj i d z nejednake, 
stoje okomito jedna na drugoj i raspolav- 
ljaju kutove romba. 



Plostina P = a ■ v i P 



2 



(polovica umnoska dijagonala). 




SI. 8 
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e) Trapez 



Samo su dvije suprotne stranice a i b (osnovke) usporedne. Sred 
njica s, tj. duzina koja spaja sredine neusporednih stranica (krakova), us 
poredna je s osnovkama i jednaka 
njihovom poluzbroju, tj. 

a + b 
s = . 

2 



b 



PloStina P 



v (a + b) 
2 



v - s 





Q 

SI. 9 . 



f) Deltoid 

Po dvije susjedne stranice su jednake, dijago 
nale d, i d 2 stoje okomito jedna na drugoj. 



PloStina P 



dfd, 
2 
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g) Tetivni cetverokut 



To je Cetverokut kojemu se kruznica moze 
opisati. 

SrediSte O se nalazi u sjecistu simetrala 
s stranica. 

Suprotni su kutovi suplemetni jer je 



njihov zbroj 180 , tj. a +y 
= 180°. 



180° i p + 6 



(Pravokutnik i kvadrat su takoder tetivni 
Cetverokuti). 




si. n 




SI. 12 



h) Tangentni cetverokut 

Tome cetverokutu kruznica se moze 
upisati. 

Srediste O se nalazi u sjecistu sime- 
trala s kutova. 

Zbroj dviju suprotnih stranica jed- 
nak je zbroju drugih dviju stranica, tj. 

a + c = b + d. 

(Kvadrat i romb su takoder tangent- 
ni Setvorokuti). 
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3. MNOGOKUTI (POLIGONI) 



a) Opcenito 



Broj dijagonala D 



2 



(n = broj stranica mnogokuta) 



Zbroj nutarnjih kutova 



S = (n — 2) ■ 180°. 



b) Pravilni mnogokuti 

To su mnogokuti u kojima su sve stranice i svi kutovi jednaki. 
Svakom se pravilnom mnogokutu moze kruznica opisati i upisati 

at ♦ - i * ■ ■ (» — 2)' I80 ° a- • u • f ■ 

Nutarnji kut lznosi , gdje je n — broj stranica mno- 



gokuta. 



n 



Oznaka: 




a — 


stranica pravilnog mnogokuta 


r — 


- polumjer opisane kruznice 




polumjer upisane kruznice 


v — 


visina 


P — 


• plostina 



1) Trokut 




SI. 13 



2) Kvadrat 



a 



v 



P 



-1/3 = 



a = r V2 = 2q 

P = a 2 = 2 r 2 = 4 q 2 



2p\f2; 

3r _ 

2 ~ 



r= 2p 



3p; a 



2v ]' 3 



3 



3r 



4 3 4 




SI. 14 
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3. Peterokut 



■-iV 



10— 2)1 5 




2 P 5 



2^ 



P 



4 




25 + 10 J/1 - 



5r» 

8 




10 + 2^5 - 5p 8 / 5 — 21/1 




Na si. 15 prikazana je konstruk 
cija peterokuta, odnosno desetero 
kuta. 




4) Sesterokut 



2 



a = r — - 



3 



P 



p = 



3a- 
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3 = — 1/ 3 



2p J 



SI. 16 



5) Osmerokut 



a — r 




2—fl 



2 P (|/3-2i^) 



P = 2 a 2 (iT + 1) = 2 r 2 /2 - 8 y 2 (I 2 



1) 



6) Deseterokut 



a 



2 



I) 



5 



25 



IO|/7 



4. KRU2NICA 




a) Kutovi u kruznici 

tg Obodni kut a je polovica srediSnjeg 

kuta P koji lezi nad istim lukom. 

Slijedi: 1) Obodni kut nad polukru- 
znicom (ili nad promjerom) je pravi. 

2) Obodni kutovi nad istim lukom 
jednaki su. 

Kut y rnedu tangentom i tetivom 
jednak je obodnom kutu a, koji lezi nad 
lukom izmedu tangente i tetive. 



Y 



a 



SI. 17 



2 



b) Sekanta i tangenta 




SI. 18 



AP :CP = DP : BP (vidi si. 18). 



bit de: 



pol 



CP = PT 
DP = PT. 

UvrStenje daje: 

AP :PT = PT : BP 

To znaii: 

Odrezak tangente je srednja geometrijska proporcionala izmedu 
Citave sekante i njenog vanjskog odreska. 
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c) Opseg i povrSina 



1 . Opseg kruga: 



Q = 2r n = dn 



2. Duzina kruinog luka s 
(p-srediSnji kut). 

3. Plostina kruga P = r*n 



180° 



nd 2 
4 




SI. 19 




4. Plostina kruznog vijenca (si. 19) 



P = KT 2 



nr 



i 



x (r 



SI. 20 



5. Plostina isjecka P x 
(si. 20). 

6. PloStina odsjedka P 

(si. 20). 
(t — tetiva 

v — visina odsje£ka). 



360 c 



sr 



2 



r(i — 0 + f • v 



2 



1,97 



Primjer: 

Kolika je teiina felifne plode (si. 21), ako 1 dm 1 teii 
kg? 
1. PloStina: 
P = P, + 2P t + 4P 3 

P, = (6,0 — 2 -0,5) . 4,8 =5,0-4,8 = 24,0 dm 3 

2P t = 2 • 0,5 . (4,8 — 2 • 0,5) = 1,0 . 3,8 = 3,8 „ 
4P 4 = ji • 0,5* = 3,14 . 0,25 = 0,79 „ 



P 



= 28,59 dm* 



2. Teiina: 

G = P y = 28,59 • 1,97 = 56,3 kg 
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S B. Apsen: RepetitorlJ elementarne matematlke 



I 



1 



§ 2. STEREOMETRIJA (OPLOSJE I OBUJAM) 



1. CAVALIERIJEV STAVAK 

Odredivanje obujma vrsi se na temelju 
s t a v k a : 



Cavalierijevog 



Dva tijela imaju jednak obujam ako imaju jednake osnovke (tj. 
ke jednakih plostina) i jednake visine i ako ravnina usporedna s 
kama tielesa siiece oba tijela u presjecima jednakih ploStina. 




SI. 22 prikazuje dvije 
piramide jednakog obuj- 
ma, jer je: 



V 



1 



B 



v 



B o. 



SI. 22 



2. IZRACUNAVANJE OPLOSJA I OBUJMA (VOLUMENA) 
GEOMETRIJSKIH TJELESA 



O z n a k a : 

O — oploSje, tj. zbroj povrSina svih medaSnjih ploha tijeha. 

P — pobo£je, tj. zbroj povrSina b o 6 n i h ploha tijela (plaSt 
za obla tijela). 

B — ploStina osnovke 

a, b, c . . . . bridovi 

V — obujam (volumen) tijela 



v 



visina tijela 
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a) Prizma (si. 23) 

1. Kosa i uspravna prizma: 

O = 2 B + P. 




SI. 23 SI. 24 



Sve prizme jednakih osnovaka i jednakih visina imaju isti obujam 

V = B • v (osnovka puta visina). 
2. Uspravna prizma (bridovi stoje okomito na osnovkama) 

P = o • v (o — opseg osnovke) 

a) Pravokutni paralelepiped (si. 24) 

0 = 2 (ab + ac + be); V = abc 

b) Kocka 

0 = 6a 2 ; V = a 3 . 



b) Piramida 

1. Uspravna i kosa piramida 

0 = B + P 

Sve piramide jednakih osnovaka i visina imaju isti obujam 

B'v ( 1 , . . ) 

^ = — osnovke puta visina . 

3 I 3 J 

2. Uspravna piramida (svi su pobodni bridovi jednaki, noziSte visine 
pada u srediSte kruznice opisane oko osnovke) (si. 25). 

p 0 

2 

(o — opseg osnovke, u — visina poboike). 



8* 
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SI. 25 



SI. 26 



3. Krnja piramida (si. 26) 

0 = Bi + B2 + P; V 



5. Pravilni tetraedar (omeden je sa 4 sukladna istostranicna trokuta) 



O^a'fT; 



V 



c) Valjak 



1. Uspravni i kosi valjak 



d} 
re — v 

4 



2. Uspravni valjak (si. 27) 



P — 2 mv = ndu; 
O = 2tk (r + v) 




SI. 27 



12 



1/T. 



(r — polumjer, d — promjer osnovke) 



a. 



r— i 




r 




Presjek A- A 




i 



SI. 28 
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3. Valjkasta cijev (si. 28) 



4 



V 



TZ 



V 



4 



v 



v 



4 



Primjer: 

Kolika je teiina delifnog svornika 
(si. 29), ako je specifiina teiina Ce- 
lika v = 7»85? Svornik se sastoji od 
dva valjka i jednog kvadratitnog 
stupi6a. 

Teiina G = V - y = obujam puta 
spec, teiina. 
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Kako 1 cm 3 vode teii 1 g (felika 
7,85 g), 1 dm 3 (1 litra) vode — 1 kg 

(Celika 7,85 kg), aim 3 vode — 1 tona (Celika 7,85 t), raCunat Cemo obujam V u dm 3 , 
da dobijemo Lrazenu tezinu svornika G u kg. Prema tome sve dimenzije koje su na 
slici oznaCene u mm dijelimo sa 100, da bismo dobili dm. 



1. Obujam 



V = V, + V 2 + V 3 



0,3* 



1,3 = 0,092 dm 3 



2. Teiina 



d t % 0,5 2 

V<* = r: — — t'o = tc 0,2 = 0,039 „ 



V* = B - Vj = 0,2 a - 0,15 = 0,006 „ 
V = = 0,137 dm 



G = V • y = 0,137-7,85 = 1,075 kg = U kg 



d) Stoiac 



1. Uspravni i kosi stoiac 



V 



r 2 7iv 



3 



2. Uspravni stozac (si. 30). 

P = tks (s = stranica stoSca 
O = ttc (r + s). 

3. Krnji stozac 

a) Uspravni i kosi krnji stozac 



\ r 3 + v 2 ) 



nv 



3 



3 



12 



(<*t* + di d 2 + O 



(dj i — promjeri osnovaka). 
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b) Uspravni krnji stozac (si. 31) 

P = (r, + r 2 ) ns 

0 = n[r l 2 + r 2 2 +(r 1 + r 2 ) 5 ]. 




e) Priblizno izracunavanje obujma krnje piramide i krnjeg stosca 



Za mnoge tehnicke svrhe posve je dovoljno priblizno izracunavanje 
obujma. Tako se moze obujam krnje piramide ili sto§ca rafcunati po pri- 
bliznoj formuli: 



V = B sr • v, 



gdje je: 



B x + B 2 

ti sr = 

2 



Za krnji stozac moie se uzeti da je B 



Kd* sr n (d x + d 2 ) 1 



sr 



4 4 4 



(a) 



16 



UvrStenje u (a) daje pribliznu formulu za obujam krnjeg stoSca: 



v = ^(d l + d 2 y. (b) 

Id 
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Primjer: 



1. 



Neka se izrafuna obujam vedra u I (si. 32, gornji promjer vedra je 300 mm = 
3,0 dm dug, donji 220 mm = 2,2 dm, a visina je 260 mm = 2,6 dm duga). 

TZ-V 

Po taCnoj formuli V = — (d,* + d,d, + d t l ) imamo: l_ 300mm 



V 



3,14-2,6 
12 



12 



(2,2* + 2,2 • 3.0 + 3,0*) = 13,92 dm s (1) 



2. Po pribliinoj formuli (b): 



V = 



3,14-2,6 
16 



(2,2 + 3,0)* = 13,82 dm 1 (1). 



Pribliina vrijednost obujma ne razlikuje se 
vrijednosti. To se vidi iz apsolutne pogreske: 

Apsolutna pogreSka = tadna vrijednost — 
jednost = 13,92— 13,82 = 0,10 dm 1 . 



pribliina vri- 




Sl. 32 



T 



1 



JoS bolje se vidi tafinost pribliinog rezultata iz relativne ili procentualne pogreske 



Relativna pogre5ka 



apsolutna pogreska 
tacna vrijednost 



0,1 



13,92 



= 0,007 



Procentualna pogreSka = relativna pogreSka • 100°/b = 0,007 • 100°/o = 0,7°/o = 7%o 



f) Kugla i njezini dijelovi 



1. Kugla 

0 = 4 R*n 



V 



4 



3 



R 3 K 



1 



6 



R — polumjer, D — promjer kugle) 





6 



SI. 33 
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2. Kuglin pojas (sloj) (si. 33a) 
P = 2 R nv 



V 



TTV 



6 



(3 r, 2 + 3 V + v 2 ) 



polumjeri osnovnih krugova sloja) 



3. Kuglina kapica (kalota, kuglin odsjecak) (si. 33a) 
P = 2 R * v = (r 2 + u 2 ) n 



3 



6 



(r — polumjer osnovnog kruga kapice). 
7. Kuglin isje£ak (si. 33b) 



V 



2 



3 



R 2 itv 



Primjer: 

Koliko m* vode zaprema spremiSte (si. 34) i koliko m* lima treba za njegovu 
izvedbu? 



?<r00 



1. Zapremina: 




V = V, + V, 

„ ~<P 2,4 s 

K, = — v = rr ■ | 6,0 



4 



2 / 4 



= 21,7 m s 



1 1 * 
K, = - •-*£>»=- • 2,4' = 3,6m' 

ZD 12 

V = 25.3 m>. 



SI. 34 

2. Potrebno je lima: 

P - P, + P, 

P t = Jtdv = n • 2,4 (6,0 — 1,2) = n • 2.4 ■ 4,8 = 36,2 m 1 



1 1 

- D»tt = - • 2,4» . ji = 9,0 m* 



P = 45,2 m«. 

Raiunato je pomo6u logaritamskog ratunala na 1 m 3 , odnosno 1 m* taCno. 
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III. GONIOMETRIJA I TRIGONOMETRIJ A 



§ 1. DEFINICIJA GONIOMETRIJSKIH, TRIGONOMETRIJSKIH 

ILI CIRKULARNIH FUNKCIJA 



U pravokutnom trokutu ABC s katetama a i b, hipotenuzom c i silja 
tim kutom a zovu se omjeri: 




SI. 35 



a 



b 



b 
b 



b 



kateta nasuprot kutu 

hipotenuza 

kateta uz kut 



hipotenuza 



kateta nasuprot kutu 
kateta uz kut 
kateta uz kut 

kateta nasuprot kutu 



hipotenuza 
kateta uz kut 

hipotenuza 
kateta nasuprot kutu 



Iz gornjih definicija slijedi: 



sin a (sinus a) 



cos a (kosinus a) 



tg a (tangens a) 



ctg a (kotangens a) 



sec a (sekans a) 



cosec a (kosekans a) 



1) da su svi ti omjeri funkcije samo kuta a, jer 
vrijednost ovisi jedino o torn kutu, a to je istaknuto u njihovom 



njihova 
nazivu; 
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2) da su te funkcije omjeri duzina, dakle disti (neimenovani) 
brojevi, pa je npr. 10 m- sin 30° = 10 m • — = 5 m, dok je 10 m- -y m = 

5 m 2 ; 

3) da je sin a< 1, cos a < 1, seca> 1, coseca> 1, jer je kateta ma- 
nja od hipotenuze. (Znak < znaci »manji od«, znak > znadi »ve6i od«); 



4) da tg a i ctg a mogu primiti svaku konadnu vrijednost od 0 do ma 
kako velikog broja, jer omjer kateta moze biti kakavgod; 



5) da je ctg a 



1 



1 



1 



tga 



sec a 



cos a 



cosec a 



sin a 



Primjeri: 

1) Zadan je pravokutan trokut kojemu su katete a = 3 cm, b = 4 cm. Neka se 
izracunaju vrijednosti svih goniometrijskih funkcija kutova a i P toga trokuta. 

Po Pitagorinu poucku: 

c = l / 7Tb ? - /9 + 16 = 5 cm. 



Po definiciji goniometrijskih funkcija: 



sin a 




cos a = 



Qmjcm 



tg a = 



ctg a = 
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sec a = 



cosec a = 



3 

1 
4 

1 
3 

4 
4 

I 
5 

4 

5 

3 



= 0,6 



sin P 



= 0,8 



cos p 



= 0,75 



tgP 



= 1,33 



ctgp 



= 1,25 



sec p 



1,67 



cosec P = 



4 

5 
3 

5 
4 

3 
3 

4 

5 

I 
5 

4 



0,8 



0,6 



1,33 



0,75 



1,67 



= 1,25. 



Vidimo da je sin a = cos (3 

sin p 



cos a 



tg a = ctg p itd. 

a kako suaip komplementni kutovi, jer je njihov zbroj a + p 
zakljucujemo: 



90°, 



ako su dva kuta komplementna, funkcija jednog kuta jednaka je kofunk- 
ciji drugog kuta. 



Npr.: 



sin 30° = cos 60° 
ctg 45° = tg 45° 
cos (45° — a) = sin [90 



(45 



a)] = sin (45° + a) 



Primjetimo da su dva kuta suplementna ako je njihov zbroj 180°. 

2) Neka se izracunaju vrijednosti goniometrijskih funkcija: 
a) kuta a = 45°. 



122 



Iz pravokutnog istokraCnog trokuta kateta a slijedi 



1. po Pitagorinu pouCku: 

c = \a* + a* = V^* = a \ r ^- 

2. po definiciji goniometrijskih funkcija 



sin 45° 



cos 45° 



V2 



tg 45° = - = 1 

a 




ctg 45° = 



a 



a 



1. 



b) kutova 



P = 30° i y = 60». 



Visina v istostraniCnog 
trokuta sa Siljatim kutovima 
prema si. 38.: 



SI. 37 



trokuta stranica a dijeli taj trokut u dva pravokutna 
P = 30° i y = 60°. Iz lijevog (ill desnog) trokuta slijedi 





2 cm 



SI. 38 



SI. 39 



1 



sin 60° 



cos 60° 



tg 60° 



2 



2 



I 

2 



VT 



2 



\t 



2 



V"3 



2. sin 30° 



cos 30° 



tg 



30° 



2 



1 

2 



2 



2 



2 



1 



in 



ctg 60° 



2 



2 



1 



n n 3 




ctg 30° = 



2 
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Opet vidimo da je 
sin 30° = cos 60° 
cos 30° = sin 60° itd. 

3) Neka se konstruiraju kutovi a, ako je: 

4 

a) sin a = — . 




2cm 



SI. 40 



sin a — 



kateta nasuprot oc 4 
hipotenuza 7 



4 km 4 m 



7 km 7 m 



4 cm 



2 cm 



7 cm 3,5 cm 



itd. 



^7 cm 



Za konstrukciju kuta a uzet 6emo omjer 



2 cm 



nari- 



J,5 cm 

sat cemo pravokutni txokut katete 2 cm i hipotenuze 3,5 cm 
Nasuprot katete duge 2 cm le2i traieni kut a (Vidi si. 39). 

b) tg a = 2,35, 



tg a = 



kateta nasuprot a 

kateta uz a 
47 cm 4,7 cm 



2,35 



235 cm 
100 cm 



20 cm 



2 cm 



(vidi si. 40). 
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§ 2. PROSIRENJE DEFINICIJE GONIOMETRIJSKIH FUNKCIJA 



PREDOClVANJE GONIOMETRIJSKIH FUNKCIJA DU2INAMA U 
JEDINICNOJ KRU2NICI 



Opis slike 41 : 

Iz pravokutnih trokuta OAB, OCD i OEF u jedinicnoj kruznici (OC 
OB = OE= 1) slijedi: 



sin 



cos a x 



BA 

OB 

OA 
OB 



BA 



OA 



tg a 



cotg a! 



CD 
OC 

EF 
OE 



CD 



EF 



OD ^ 
sec a! = = OD 



cosec (*! 



OC 

OF 
OE 



OF 



tj. u jediniCnoj kruznici predoCene su goniometrijske funkcij 
a ovako: 



1) sin a t duzinom okomice BA spuStene iz presjeciSta B kraka OKj 
jedinifine kruznice na vodoravni polumjer OC; 



polumiera OB na vodoravn 



3) tg a t odsjeSkom CD tangente povu^ene na kruznicu u desnom kraju 
C vodoravnog polumjera OC; 

4) ctg odsje^kom EF tangente povu^ene na kruznicu u gornjem 
kraju E vertikalnog polumjera OE. 

5) sec a, udaljenoscu OD kraja D odsjeCka CD = tg a od sredista O 
kruznice. 



6) cosec a, udaljenoscu OF kraja F odsjedka EF = ctg a od sredista O 
kruznice. 



Kako se vidi iz slike 41, oba promjera, vodoravni CC i vertikaln 
krug u cetiri jednaka dijela, koji se zovu kvadranti. Ako j 



dru 



gom, izmedu 180° i 270° u trecem, a izmedu 270° i 360° u cetvrtom kva- 
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drantu. Kvadranti slijede jedan za drugim u smjeru u kojem radunamo 
kutove. U matematici je to smjer obratari kretanju kazaljke na satu (u ge- 
odeziji u smjeru kazaljke). 




Vrti li se pomiCni krak OK, dalje, prelazeci iz I kvadranta (OK,) u 
drugi (OK 2 ), treci (OK 3 ) i cetvrti (OK 4 ) kvadrant, kut a prima neke vrijed- 
nosti a 2 , a 3 , a t kojima odgovaraju druge vrijednosti goniometrijskih funk- 
cija (vidi si. 41). 

Sto se tide predznaka tih funkcija u razliCitim kvadrantima uzima se 
dogovorno da su: 

1) sin a i tg a p o z i t i v n i, ako su duzine koje ih predoCuju i z n a d 
vodoravnog promjera CC\ a n e g a t i v n i, ako su te duzine i s p o d tog 
vodoravnog promjera. 



126 



2) cos a i ctg a p o z i t i v n i su, ako duzine koje ih predocuju leze 
desno od vertikalnog promjera EE\ ina£e su negativni. 

Prema tome su predznaci pojedinih funkcija u razlicitim kvadra- 
tima ovi: 



sin a 



COS a 




/ n 






+ \ 




+ / 




is y 


SI. 


42 



tgoi 


ctga 








+ \ 


\ + 









Povecamo li koji god kut, npr. a,, za 180°, 360°, 540°, 720° itd. po- 
navljat ce se vrijednosti tangensa i kotangensa vec kod povecanja kuta 
za 180°, a vrijednosti sinusa i kosinusa tek kod povecanja kuta za 360°. Iz 
toga slijedi da su goniometrijske funkcije periodske funkcije, 
pri Cemu sinus i kosinus imaju najmanji period P = 360°, a tangens i ko- 
tangens P = 180° (vidi si. 41). 



Npr.: 

sin 375 9 = sin (360° + 15°) = sin 15° 
cos 770° = cos (2 • 360° + 50°) = cos 50° 

tg 200° = tg (180° + 20°) = tg 20° 

ctg 610° = ctg (3 • 180° + 70°) = ctg 70° 



sin (360° + 30°) = sin 30° = V* 



cos (2 • 360° + 45°( = cos 45° = 

tg (180° + 60°) = tg 60° = V"3 
ctg (5 ■ 180° + 45°) = ctg 45° = I 



n 



NEKE VRIJEDNOSTI GONIOMETRIJSKIH FUNKCIJA 

Na slici 41 mogu se jasno razabrati vrijednosti goniometrijskih funk- 
cija za kutove 0°, 90°, 180°, 270° i 360°. Te vrijednosti navedene su u tablici 
koja slijedi, u nju su ukljucene i vrijednosti funkcija za kutove 45°, 30°, 
60°, koje se dobivaju iz istokra£nog pravokutnog trokuta i iz istostrani£- 
nog trokuta (vidi primjere 1. i 2. na strani 123). 
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Ostale vrijednosti goniometrijskih funkcija vade se iz tablice »Pri- 
rodne vrijednosti goniometrijskih funkcija« (vidi npr. tablicu II u Loga- 
ritamskim tablicama dr I. Majcena). 

Prakticki su od najvece vaznosti osnovne vrijednosti goniometrij- 
skih funkcija, jer se vrlo cesto upotrebljavaju. Te se vrijednosti najlakse 
pamte pomocu slika 43a ? 43b, 44a i 44b. 




SI. 43a 




SI. 43b 



128 



Vidimo da su funkcije bez >co«, tj. sinus i tangens pozitivni kad su 
i z n a d , odnosno negativni kad su i s p o d horizontalnog promjera, a 
funkcije s »co«, tj. cosinus i cotangens pozitivni su kad su nadesno, a 
negativni kad su nalijevo od vertikalnog promjera. 



+ 




9 B. Apaen: RepetitoriJ el em en tame matematlke 
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Oznaka ± 00 , npr. kod funkcije tangens za a = 90° znadi samo to, da 
raste li kut a u prvom kvadrantu sve vecma prema 90°, tanges a raste k 
pozitivnim vrijednostima tako da moze premaSiti svaki, ma kako velik 
pozitivni broj, a umanjuje li se kut a u drugom kvadrantu i dolazi li sve 
blize kutu 90°, tg a raste k negativnim vrijednostima tako, da moze pre- 
masiti svaki, ma kako velik negativni broj. 



\ 
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§ 3. NEGATIVNI KUTOVI 



erg (-a j 



Ctga 




SI. 45 



Vrti li se pomicni krak OK u smjeru okretanja kazaljke na satu, 
kutovi se smatraju negativnim (u geodeziji pozitivnim). 



Prema slici 45 je 

sin ( — a) 
cos ( — a) 



sin a 



cos a 



tg (—a) 
ctg (—a) 



tga 
ctga 



(1) 



9* 
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A 




VEZA IZMEDU GONIOMETRIJSKIH 
FUNKCIJA ISTOG KUTA a 

Iz pravokutnog trokuta ABC (slika 46) slijedi 



sin a 



(K) 



cos a 



sin 2 a + cos 1 a 



a 



b 



kvadrirajmo i 
zbrojimo 



q' + fr 2 



inu poufiku c 2 = a 2 + b 2 , dobiva se: 
sin 2 a + cos 2 a = 1. 



Odatle: 



sin a 



cos a 



cos 2 a 



±V1 



sin 2 a. 



Iz istog pravokutnog trokuta ABC (slika 46) imamo: tg a 



a iz jednakosti (K) slijedi: 



a 
b 



c sin a 



c cos a 



UvrStenje daje 



tga 



sin a 



cos a 



Na slican se nacin dobiva: 



ctga 



cos a 



sin a 



Umnozak formula (3) i (4) daje: tga • ctga 
Odatle : 



tg a 



1 



ctg a 



Mnozenjem formula: 



ctg a 
1 

tg a 



sec a 



\ 



cos a 



b 
b 



1. 



(2) 
(2a) 

(2b) 
a 

b 



(3) 



(4) 

(5) 
(5a) 



(5b) 



Izlazi: 



sec a • cos a 



i, 
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odatle: 



1 



sec a 



cos a 



(6) 



Na sliCan naCin se dobiva: 



cosec a 



1 



sin a 



(7) 



Podijelimo li formulu (2) sa cos 2 a, dobivamo: 



tg 2 a + 1 



1 



1 



cos 2 a 



ili s obzirom na (6): 



cos 2 a 



sec 2 a = 1 + tg 2 a 



(8) 



Dioba formule (2) sa sin 2 a daje: 



1 + ctg 2 a 



1 



sin 2 a 



ili s obzirom na (7) 



1 



sin 2 a 



cosec 2 a = 1 + ctg- a. 



(9) 



Te formule dobivamo i iz si. 41 : 



A OAB: 



sin 2 Gj + cos 2 Qj = 1 ; tg a x 



sin a 1 . 



COS OCj 



itd 



A OCD: 1 + tg 2 a x = sec 2 a t ; A OEF: 1 + ctg 2 a x = cosec 2 c^. 

Pomocu tih formula moze se svih sest goniometrijskih funkcija izra 
ziti pomodu jedne funkcije kako pokazuje ova tablica: 



sin a 



cos a 



tg a 



ctg a 



sec a 



cosec a 



sm a 



y 1 — cos 8 a 



tg a 



1 



Vl + tg 2 a 



V 1 + ag a a 



V sec>a— 1 



1 



sec a 



cosec a 



cos a 



i 



ctg a 



1 



sin 1 a 



]/l +tg*a 



y 1 + ctg» a 



sec a 



^ cosec* a — 1 



cosec a 



tg a 



sin a 



V 1— cos* a 



1 



1 



sin 1 a 



cos a 



ctg a 



yi*? 



i 



j/cose^a — 1 



ctg a 



sin 1 a 



cos a 



1 



1 



sin a 



|/ i_cos J a 



tga 



y sec 3 a - 1 



y cosec* a — 1 



1 



1 



sec a 



n 



sin 1 a 



cos a 



1 



1 



cosec a 



sin a 



y 1 - cos 1 a 



I'm* 

tga 



y 1 + ctg 8 a 
ctg a 

y 1 + ctg 2 a 



cosec a 



ycose^a— 1 



sec a 



y sec 8 a — 1 



Izvedi za vjeibu sve te izraze! 
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§ 5. PRELAZ NA SILJATE KUTOVE 



Kako se vidi iz slike 41 i tablice koja iza nje slijedi, svaka gonio- 
metrijska funkcija prima vec u prvom kvadrantu sve vrijednosti koje 
uopce moze primiti, ako se ne obaziremo na predznak 
f u n k c i j e. Na temelju toga mozemo vrijednost svake goniometrijske 
funkcije kuta veceg od 90° izraziti pomocu njezine vrijednosti u prvom 
kvadrantu, uzevsi dakako u obzir njen predznak. 

Pravilo prelaza: 

1. Predznak. Odreduje se za pojedine funkcije u razlicitim kva- 
drantima prema shemi predznaka na si. 42 (vidi takoder si. 43a, 43b, 44a 
i 44b). 

2. Funkcija ili kofunkcija. Ako se zadani kut moze pre- 
dociti u obliku (90° ± a 0 ) ili (270° ± a 0 ), gdje je a 0 siljati kut, funkcija 
se mijenja u kofunkciju, tj. sinus prelazi u kosinus, kosinus 
u sinus, tangens u kotangens i kotangens u tangens, a predoci li se zadani 
kut u obliku (180° ± a 0 ) ili (360° ± a"), funkcija ostaje ista. 



Prema tome: 



sin (90° + a 0 ) 
cos (90° + a 0 ) 
tg (90° + a 0 ) 
ctg (90° + u°) 



-r COS u 

± sin a 
± ctg a 
± tga 



sin (180° + a 0 ) 
cos (180° +a°) 
tg (180° + a°) 
ctg (180° + a 0 ) 



± sin a 

— cos a 
+ tga 
T ctg a 



sin (270° ^ a 0 ) 
cos (270° =f a 0 ) 
tg (270° T ««) 
ctg (270° t a 0 ) 



cos a 
+ sin a 
± ctg a 

± tga 



sin (360° ^ a 0 ) 

cos (360° + a 0 ) 

tg (360° + a 0 ) 

ctg (360° + a 0 ) 



+ sin a 
+ cos a 
T_tga 
+ ctg a 



Kako se vidi, navedeno pravilo vrijedi iza komplementne 
k u t o v e, tj. za kutove a i (5, ciji je zbroj a + (3 = 90°; tako je sin a 0 = 
= sin (90° — p°) = cos (5, cos a = cos (90° — 0°) = sin p itd. 



Primjeri: 



\ 



sin 150° = sin (90° + 60°) = cos 60° = '/» 

cos 210° = cos (180° + 30°) «= — cos 30° = — Vl/2 

tg 330° = tg (270° + 60°) = — ctg 60° = — fjfl 
ctg 135° = ctg (90° + 45°) = — tg 45° = — 1 



sin 101° = sin (90° + 11°) = + cos 11° 
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cos 163° = cos (180° — 17°) = 

cos 216° = cos (180° + 36°) = 

tg 305° = tg (270° + 35°) = 

tg 318° = tg (360° — 42°) = 



cos 17° 



cos 36° 



ctg 35° 
tg 42° 



Prelaz se moze vrsiti na dva nadina, npr.: 

ctg 318 0 42'2r = ctg (270° + 48°42'21" ) = — tg 48°42*21 M = — 1,139 
ctg 318°42 , 21" = ctg (360° — 41°17'39") = — ctg 41°17'39" = — 1,139 

Obicno se vrsi prvi prelaz, da se izbjegne preracunavanje minuta 
i sekunda. 
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§ 6. FUNKCIJE ZBROJA KUTOVA (TEOREM ADICIJE) 




SI. 47 



Prema slici 47: 



1. sin (a + P) = AB = AC + CB = AC + DE 



AC = AD cos a; AD = sin p; 
DE = OD sin a; OD = cos p. 



Uvrstenje daje: 



sin (a + P ) = sin a c os P + cos a sin p 
2. cos (a + p) = OB = OE — BE = OE — CD 



OE = OD cos a; OD = cos P; 
CD = AD sin a; AD = sin p. 



Uvrstenje daje 



cos (a + P) = cos a cos P — sin a sin p. 
Prema (3) mozemo pisati: 



(10) 



(11) 



+ P) 



\ 



sin (a + P) 
cos (a + B) 



prema (10) i (11) 



sin a cos B + cos a sin B 
cos a cos p — sin a sin B 



Diobom brojnika i nazivnika desne strane sa cos a cos P dobivamo 



tg (« + P) 



tg a + tg B 
1— tgatgS 



(12) 



Na slifcan nafiin: 

/ . «n cos ( a + P) cos a cos fl — sin a sin S 
ctg (a + P) = — = — . 

sin (a + P) sin a cos p + cos a sin (3 
Brojnik i nazivnik desne strane podijelimo sa sin a sin P, sto daje: 

, ctg a ctg Q — 1 
ctg (a + p) = -2— . (13) 

ctg (5 + ctg a 



§ 7. FUNKCIJE RAZLIKE KUTOVA 



formuli 



P) mjesto P; uzevsi u 



obzir formule (1) dobivamo: 



sin (a — P) = sin a cos p — cos a sin P (14) 
cos (a — P) = cos a cos P + sin a sin p (15) 



tg (a — P) 



ctg (a — p) 



(16) 



tg a — tg ft 
1 +tgatgP 

ctgactgp + 1 
ctg P — ctg a 



4 
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§ 8. FUNKCIJE DVOSTRUKOG I POLOVlCNOG KUTA 

Ako u formule (10), (11), (12) i (13) uvrstimo (3 = a, imat cemo: 

(18) 
(19) 

(20) 



sin 2 a = 2 sin a cos a 



cos 2 a = cos 2 a 



sin 2 a 



tg2a 



2tga 



1 



tg 2 a 



ctg 2 a 



ctg- a 



1 



2 ctg a 



(21) 



Pomocu tih formula za dvostruki kut mozemo izracunati sin 3 a, 
cos 3 a itd. 

Npr. sin 3 a = sin (2a + a)= prema (10) = sin 2a • cos a+cos 2 a • sin a = 
= 2 sin a cos 2 a + sin a cos 2 a — sin 3 a = 3 sin a cos 2 a — sin 3 a = prema (2) 



3 sin a (1 — sin 2 a) — sin 3 a = 3 sin a — 4 sin 3 a. 

sin 3 a = 3 sin a — 4 sin 3 a 

Na slican nacin dobiva se: 



(18a) 



cos 3 a = 4 cos 3 a — 3 cos a. 



Izvedi to! 



(19a) 



Ako stavimo u formule (18) do (21) 



a 



2 



umjesto a, dobivamo: 



0 . a a 
sin a = 2 sin — - cos — 

2 2 



cos a 



cos 2 



a 



a 



2 



sin 



2 



2tg 



a 



tga 



2 



1-tg 



a 



2 



a 



ctg a 



ctg' — — 1 



2 ctg 



a 



2 



(22) 
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Prema formuli (2) mozemo pisati: 



1 



sin^ h cos** — , 



2 



2 



a druga formula sustava (22) glasi: 



cos a 



cos 2 



a 



2 



sin 



2 



2 



Zbroj, odnosno razlika tih formula, daje 



1 + cos a = 2 cos 2 



2 



(23) 



1 



cos a 



2 sin 2 



a 



2 



(24) 



Odatle slijedi: 



a 



sin 



+ 



2 




a 



cos 



2 



± 



1 — cos a 



2 




1 + cos a 



2 



(25) 



(26) 



Ppdijelimo li formulu (25) s (26), odnosno (26) s (25), dobivamo: 



a 



2 



± 




ctg 



± 




1 — cos a 
1 + cos a 

1 + cos a 
1 — cos a 



(27) 



(28) 



Uvrstimo li u formule (23) i (24) 2 a mjesto a, imamo 

1 4- cos 2 a = 2 cos 2 a 



1 



cos 2 a = 2 cos 2 a 



Odatle: 



sin a 



± 




1 — cos 2 a 



2 



cos a 



± 




1 + cos 2 a 



2 



Odatle dobivamo dijeljenjem: 



tga 



± 




ctg a = ± 



1 — cos 2 a 
1 + cos 2 a 

1 -f cos 2 a 



1 



cos 2 a 



(29) 



(29a) 
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Primjeri: 

1) sin 75° = sin (30° + 45°) = prema (10) = sin 30° . cos 45° + cos 30° . sin 45° = 

i ft n f2 V2 nr - . 

prema tablici u § 2 = - • — + — ' — = ■ — ( K 3 + 1;. 

2) cos 75° = cos (30° + 45°) = prema (11) = cos 30° . cos 45° — sin 30* - sin 45 # = 

_u.n_i.!J_n<n-i>. 

2 2 2 2 4 Kf 

Pokus prema (2): 

2 2 
sin* 75° + cos 1 75* = — (3 + 2fT+ 1) + - (3 - 2^T+ 1) = 

16 16 

= i.(4+2f3 + 4 — 2 VT)- 1. 

o 

3) sin 15° = sin (60«— 45°) = prema (14) = sin 60 9 cos 45» — cos 60* . sin 45» = 

2--T-yT = T(f3-0. 



Pokus: 



sin 15° = cos 75° = prema primjeru 2) = — I K 3 — U 

4 



30° / 1 + cos 30° 
4) cos 15° = cos — = prema (26) = y = 

cos 15° = sin 75° = prema primjeru 1) = JLt-^JfJ + ^ 
Pokaii da su oba rezultata identitna (kvadriraj!). 
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§ 9 ZBROJ I RAZLIKA SINUSA I KOSINUSA 

PREDOCENA UMNOSKOM 

Ovaj nacm prikazivanja sinusa i kosinusa prikladan je za logarit- 
miranje. 

Prema formulama (10) i (14) imamo: 

sin (x + y) = sin x • cos y + cos x ■ sin y 
sin (x — y) = sin x • cos y — cos x • sin y. 

Stavimo: x + y = a\x — y = $, tada je x = 5L±J* , a y =?—£.. 

2 2 

Uvrstimo to u gornje formule, pa ih zbrojimo, a nakon toga odu- 
zmemo. 



Dobivamo : 



sm a + sin 8 = 2 sin cos - 

2 2 



(30) 



. . . a + p . a— 3 

sin a — sin 8 = 2 cos sin - 

2 2 



(31) 



Postupajuci na slidan nadin s formulama (11) i (15) dobit cemo: 



a + 3 a — S 

cos a + cos 8 = 2 cos cos - 

2 2 



(32) 



cos a — cos 8 = — 2 sin — sin . (Jo) 

2 2 



Formule (30) do (33) uklj. upotrebljavaju se kada treba transformi- 
rati izraze u kojima dolazi zbroj ili razlika trigonometrijskih funkcija, u 
izraze, u kojima te funkcije dolaze u obliku umnoska, da se npr. omo- 
guci logaritmiranje. 
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§ 10. UMNOZAK SINUSA I KOSINUSA PREDOCEN 

U OBLIKU ZBROJA I RAZLIKE 



Nacinimo li zbroj, pa razliku formula (10) i (14), dobit cemo 

sin (a + p) + sin (a — (3) = 2 sin a cos p 
sin (a + p) — sin (a — P) = 2 cos a sin (3. 



Odatle: 



sin a cos p 



1 



cos a sin (3 



2 
I 



sin (a + (3) + sin (a — P) 



2 



sin (a + P) — sin (a — p) 



Postupajuci na slican nacin s formulama (11) i (15) dobit cemo 



cos a cos |3 



I 



cos (a + P) + cos (u — P) 



sin u sin P 



1 



2 



cos (a — (3) — cos (a + |3) 



§11. IZRACUNAVANJE VRIJEDNOSTI GONIOMETRIJSK1H 

FUNKCIJA IZ ZADANOG KUTA 



To se vrsi pomocu tablica. U tu svrhu nam sluzi ili tablica prirod- 
nih vrijednosti goniometrijskih funkcija ili tablica logaritama tih vrijed- 
nosti. U prvoj su tablici navedene vrijednosti funkcija u vecim razma- 
cima, cesto tek svakih 10' (vidi npr. dr Majcen, Logaritamske tablice, 
tablica II), te interpolacija nije jednostavna i ne vodi do tacnih vrijednosti. 
Zato se obicno racunaju vrijednosti goniometrijskih funkcija logaritamskim 
putem pomocu tablice logaritama tih funkcija, u kojoj su vrijednosti loga- 
ritama navedene u mnogo uzim razmacima, npr. u Majcenovim logaritam- 
skim tablicama (tablica III, za svaku minutu 1'). 

Sadrzi li zadani kut sekunde, mora se interpolirati. Interpolacija 
se vrsi po trojnom pravilu, pri cemu se rezultat interpolacije kod sinusa 
i tangensa d o d a j e, a kod kosinusa i kotangensa o d u z i m a, jer prve 
dvije funkcije rastu, a druge dvije padaju u I kvadrantu (vidi § 2). 



1. cos 143 u 24'38" = ? 

cos 143° 24* 38" = cos (90° + 53° 24' 38") = — sin 53° 24' 38" (v. § 5). 

Iz tablice I i III vadimo: 

log sin 53° 24' = 9,90462— 10, i iz stupca D 1", koji daje promjenu logaritma sinusa 
pri povecanju kuta za 1", vadimo 0,16 (jedinica petog decimalnog mjesta). Stoga; 
poveca li se kut za 1", logaritam sinusa ce se povecati za 0,16; da se izra£una za 
koliko ce se povecati taj logaritam, ako se kut poveca za 38", piSemo: 



Primjeri: 



1". . . .0,16 
38" ... x' 



0,16 



, pa x = 0,16 -38 = 6,08 = 6 



odatle 



38 



To pribrajamo (sinus je!): 9,90462 — 10 

+ 6 



9,90468 



10 



Dakle: log sin 53° 24 , 38" = 9,90468 — 10 = 0,90468 — 1. 

Iz tablice I »Logaritmi brojeva* dobivamo antilogaritmirajuci: 



sin 53*24'38 m =0,80293, a dakle: 



cos 143°24'38 



0,80293. 



143 



2. ctg 213«53'17" = ? 

ctg 213°53'17" = ctg (180° + 33»53'17") = ctg 33°53'17" (vidi § 5). 

Tablica V: log ctg 33°53' = 10,17292 — 10; Dl" = 0,46; 
D 17" = 0,46 • 17 = 7,82 =8. — 8 oduzimamo (ctg!) 

log ctg 33°53'17" = 10,17284 — 10 = 0,17284. 
Tablica I: ctg 213°53'17" + 1,48883. 

Pamti! Kad trazis logaritam trigonometrijske funkcije, uvijek mnozi vri- 
jednost izvadenu iz stupca D 1" sa brojem sekunda zadanog kuta! 
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§ 12. RACUNANJE vrijednosti kuta iz 

ZADANE VRIJEDNOSTI GONIOMETRIJSKE FUNKCIJE 



Racunanje vrijednosti kuta iz zadane vrijednosti goniometrijske 
funkcije vrsi se takoder pomocu tablice logaritama goniometrijskih funk- 
cija (npr. Majcen tabl. III). Kako se vidi iz slika 48 do 55, jednoj zadanoj 
vrijednosti funkcije odgovaraju uvijek dvije vrijednosti kuta. 

a) sin a = + a, gdje je a zadana vrijednost. a = ? 




q) b) 

SI. 48 SI. 49 



a t se dobije logaritamskim putem, a a 2 = 180° — a ls jer je prema si. 48 i § 5. 
sin cij = sin (180° — a t ) = sin a x — a. 

aj sin a = — a; a = ? 
sin cto = + a 

a 0 se dobije logaritamskim putem, a a x = 180° + a 0 ; a 2 = 360° — a 0 , 
jer je prema slici 49 i § 5: 

sin a 2 = sin a, = — a. 
b) cos a = + a; a = ? 

10 B. Apaen: Repetltorlj elementame matemaUke ]45 



a, se dobije logaritamskim putem, a a 2 = 360° — a lf jer je 
cos a 2 = cos a, = a. (Vidi si. 50). 




a; 
SI. 50 




b) 

SI. 51 



b,) cos a 



COS Oq 



a; a 



+ a 



a 0 se dobije logaritanskim putem, a aj = 180° 
jer je cos cu = cos a, = — a. (Vidi si. 51). 



c) tga 



+ a; a 



a 0 , dok je a 2 = 180° 4- a 



o» 




a) 

SI. 52 




SI. 53 



a, se dobije log. putem, a a, 
si. 52). 



c,) tga 



tg a 



a; 

+ a 



a 



180° + a„ jer je tga 



tg a! = a (Vidi 
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n 0 sc dobije log. putem, a a, = 180° 
tg a 2 = tg a, = — a. (Vidi si. 53). 



a 0 , dok je cu = 360 



o 



a 



]er je 



d) ctg a 



+ a; 



a 




SI. 54 SI. 55 



a, se dobije log. putem, a cu = 180° + a,, jer je ctg a, = ctg a, = a. 
(Vidi si. 54). 

d,) ctg a = — a; a = ? 

a 0 se dobije log. putem, a a x = 180° — u 0 , dok je a 2 = 360° — a 0 , jer je 
ctg a 2 = ctg a, = — a. (Vidi si. 55). 

Iz navedenog slijedi: 

Ku t, koji lezi u II kvadrantu racunamo prema 
formuli (180° — cx 0 ), kut u III kvadrantu — prema (180° + a 0 ), 
a kut u IV kvadrantu — prema (360° — a 0 ), g d j e j e a 0 kut 
u I kvadrantu. 

Primjeri: 

1. sin a = 0,56877; a = ? 

Logaritmiranje pomocu tablice I daje: 

log sin a = 0,75494 — 1 = 9,75494 — 10. 

U tablici III nalazimo u stupcu log sin najblizi manji logaritam (9,75478—10), 
vadimo pripadni ku,t 34°39 t i promjenu logaritma sinusa, kad se kut poveca za 1 , 
ovdje D 1" = 0,31, pa rafunamo razliku izmedu naSeg logaritma i uzete tablifne vn- 
jednosti (ovdje 16 jedinica petog dec. mjesta). Da nademo broj sekunda za koje ce 
porasti kut kad se njegov log sin pove6a za 16, postavimo razmjer: 

0,31 : 16 = 1 :x, 



10 
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a odatle: 

x = = 51,8' = 52'. 

0,31 

Dakle prema a) a, = 34°39'52" i a, = 180° — a, = 145»20'08 

2. cos a = — 0,67885; cos a 0 = + 0,67885. 
Tablica I: 

log cos do = log 0,67885 = 0,83178—1 = 9,83178 — 10. 

— 74 



Tablica V: 



kut: 47° 15* D J" = 0,23; -—=17,4^17'. 

— 17" 



47° 14* 43 



prema b,) a ± = 180° — a 0 = 132° 45' 17 " 

a, = 180° + a 0 = 227° 14' 43" . 

Pamti! 

Kad odredujeg kut iz logaritma trigonometrijske funkcije, uvijek d i- 
j e 1 i razliku izmedu tog logaritma i njemu najblize manje tabli&ie vri- 
jednosti sa tablic5nom razlikom izvadenom iz stupca D 1". Broj sekunda 
izraCunat na taj nadin kod sinusa i tangensa pribrojiS ku- 
t u, a kod kosinusa i kontangensa oduzmeS od kuta, jer s 
povecanjem vrijednosti trigonometrijske funkcije ill njenog logaritma 
pripadni kut kod sinusa i tangensa raste, a kod kosinusa i kontangensa 
opada. 

P r i m j e d b a : Ako se prema uvjetima zadatka trazi samo pri- 
blizna vrijednost kuta, vadimo je iz tablice prirodnih vrijednosti gonio- 
metrijskih funkcija (npr. Majcen, tabl. II). 



Primjer: 



tg 2a = 1,132; a = ? 

(2 ol) x = 48° 30' ; (2 <r) a = 1 80° + 48° 30' = 228° 30', odatle 
a, = 24°I5'; 04=114° 15'. 
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§ 13. RJESAVANJE pravokutnih trokuta 

1. ODREDIVANJE KATETA 



Iz definicije goniometrijskih funkcija (vidi § 1) slijedi: 



slifino: 



a 



sin a 



, odatle a = c • sin a 



cos p 



a 



, odatle a = c • cos p, tj. 



a 



c - sin a = c • cos p 
b = c • sin p = c • cos a 




(39) 



b 

SL 56 



Kateta je jednaka hipotenuzi pomnoienoj sa sinusom 
kuta nasuprot toj kateti ili sa kosinusom kuta uz katetu. 



Bududi da je po definiciji (§ 1): 



tg a 



b 



y izlazi a=b * tg a 



a=b -tg a = b -ctg p 



ctg p 



b 



, izlazi a=6-ctg p, tj. 



sli&io je b = a- tg p = a-ctg a 



(40) 



Kateta je jednaka drugoj kateti pomnozenoj sa tangensom 
kuta nasuprot traienoj kateti ili sa kotangensom kuta uz tu katetu 



2. ODREDIVANJE HIPOTENUZE 



Iz formula (39) slijedi: 



sin a 



b 



sin p 



a 



cos p 



b 



cos a 



(41) 



Hipotenuza je jednaka kateti razdi jeljenoj sa sinusom ku- 
ta nasuprot toj kateti ili sa kosinusom kuta uz tu katetu. 
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Da sto brze rijesis pravokutni trokut, zapamti gore navedena tri pra- 
vila, pri cemu drzi na pameti ovo: 

ako u racun ulazi hipotenuza, mogu doci u obzir samo funk- 
cije sinusa i kosinusa; ako hipotenuza n e ulazi, dolaze samo funkcije 
tangensa ili kotangensa. 

Nasuprotni kut trazi funkcije b e z »co«, a prilezeci sa »co«. 

Rjesavanje trokuta u svim nize navedenim primjerima provedeno je 

u obliku shema u kojim je u posljednjem stupcu nazna£en rimskim broj- 

kama redoslijed racunanja i racunske operacije. Taj na£in racunanja 

osobito se preporucuje jer zauzima malo mjesta pa je pregledan, Stedi 

utroseno vrijeme na racunanje i omogucuje brzo nalazenje i ispravak 
svake greske koja bi se slucajno uvukla u racun. Trazene elemente trokuta 
treba uvijek izraziti pomocu z a d a n i h, da se netacnosti u racunanju ne 
bi provlacile kroz cijeli racun. 



Primjeri: 



\) Zadano: c = 457,0; a = 32° 40' 15'. 




j3 = 90° — a 

a 

a = c - sm a 
b = c • sin 3 


b 



457,0 
32° 40' 15' 
57° 19' 45* 



a = 246,69 



b = 384,70 



sin a 

c 

sin fi 



a 
b 



9,73224-10 

2,65992 
9,92520—10 



2,39216 
2,58512 



I 

II 
III 



I + II 

II + III 
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3) Zadano: c = 58,5; a = 47, 54 




sin a = 



P = 90° - a 
b = c • sin P 



c — 


58,5 


a 


1,67706 




I 


a = 


47,54 


c 


1,76716 




II 


a = 


54° 21' 20' 


sin (S 


9,76548— 


10 


III 


p = 


35° 38' 40' 










b = 


34,091 


sin t 


9,90990- 


10 


I - II 1 






b 


1,53264 




II + III 



4) Zadano: a = 23214; b = 38947. 




a 
b 



23214 
38947 



a = 3QQ AT 47 

p = 59° 12' 13 
c = 45341 



a 
b 

sin a 



tg a 

c 



tg a 



a 



b 



(3 = 90° — a 



c = 



sin ,a 



4,36575 
4,59048 
9,70926—10 



9,77527—10 
4,65649 



I 

II 
III 



I - II 
I - III 
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§ 14. RJESAVANJE kosokutih trokuta 



1. OBICNI SLUCAJEVI RJESAVANJA KOSOKUTNIH TROKUTA 

Uglavnom se sluzimo sa tri poucka: 



a) Sinusov poucak 




ili: 



Iz pravokutnih trokuta ADB i BDC 
slijedi da je visina: 

v b = c • sin a 



v b = a - sin y- 

Odatle: c • sin a = a • sin y 



ili 



a 



sin a sin y 



C 



ili 



SL 57 



a 



sin a 



sin y 



ili 



a :c = sin a : sin y 



Pomocu visine v a dobiva se na isti nacin: 



b 



sin y sin (J 



b 



sin y 
sin p 



ili c : b = sin y : sin p. 



ili: 



Prema tome je: 



a 



b 



sin a sin p sin y 



a : b : c = sin a : sin p : sin y 



(42) 
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Sinusov pou£ak glasi: 

U svakom se trokutu stranice odnose kao sinusi 
suprotnih kutova. 

Da odredimo vrijednost stalnog omjera izmedu stranice trokuta i 
njoj suprotnog kuta, tj. vrijednost omjera (42), opisemo oko zadanog tro- 
kuta ABC kruznicu (srediste opisane kruznice O lezi u sjecistu simetrala 
stranica!), povucemo promjer CD i spojimo D sa B. (Vidi si. 58). 

<t CBD = 90°, <* BDC = a (vidi: Geometrija § 1., 4). 



Iz pravokutnog A CBD slijedi: 

a = 2 r sin a. 
Slicno se dokazuje: 



b 



i 



2 r sin (5 



c = 2 r sin y. 



(43) 



Odatle slijedi: 



i) 



a 



b 



c 



sin a sin (3 sin y 



2r, 



(44) 



tj. omjer stranice i sinusa suprotnog kuta 
jednak je promjeru oko trokuta opisane 
kruznice. 

2) Polumjer kruznice opisane oko 
trokuta: 



a 



b 



2 sin a 



2 sin p 



c 



2 sin y 



(45) 
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b) Kosinusov poucak 



Prema slid 57 imamo: 



a 2 



v 2 b + (b — p) 2 , gdje je AD = p, a takoder: 



c 2 



P 2 - 



Ako to uvrstimo, imamo: 



a 



p 2 + b 



2bp + p 2 , ili 



a 2 



b 2 + c 2 — 2 bp, 



ali prema slici: 



p = c • cos a, dakle 



Slieno: 



a 



b 2 + c 2 — 2 be • cos a 



52 = c * + a 2 _ 2 ca • cos p 
c 2 = a 2 + b 2 — lab ■ cos y 



(46) 
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Kosinusov poucak glasi: 

Kvadrat stran ice trokuta jednak je zbroju kva- 
drata drugih dviju stranica smanjenom za dvostru- 
ki umnozak tih stranica, pomnozen sa kosinusom 
kuta koji one zatvaraju. 

Ako je jedan kut u trokutu, npr. (3, pravi, to je cos (3 = cos 90° = 0, 
pa prema drugoj formuli gornjeg sustava dobivamo: 

0 2 = c 2 + a 2 , 

a to je Pitagorin poucak. 



c) Tangensov poucak 



Prema sinusovom pou£ku vrijedi: 



a 



sin a 



b 

a + b 



sin p 



, sto se moze pisati u obliku : 



a 



b 



a + b 



a 



b 



a odatle: 



Slicno: 



sin a + sin S .,. 

ill s obzirom na formule (30) i (31): 



sin a 



sin [3 



. . a + p a — (3 
2 sin • cos - 



2 



2 



_ a+p . a— p 
2 cos • sin 



2 



2 



a 



b 



tg 



a + P 

2 



a 



b 



a-p 



tg 



b + c 
b 



tg 



2 
2 



tg 



c -f a 



tg 



P-Y 

2 

Y + a 

2 



a 



tg 



Y 



a 



2 



Tangensov poucak glasi: 

Om jer zbroja i razlike 
jednak je omjeru tangensa 
ke suprotnih kutova. 



(47) 



dviju stranica trokuta 
poluzbroja i polurazli- 
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d) Primjena sinusova, kosinusova i tangensova poucka za rjesavanje 
kosokutnih trokuta 



Sinusov poucak upotrebljava se za izracunavanje trokuta, u 
kojim je zadano: 

a) jedna slranica i dva kuta (vidi dalje primjer 1) ili 

b) dvije stranice i kut koji lezi nasuprot jednoj od tih stranica (vidi 
primjer 2). 

Kosinusov poucak primjenjuje se ako su u trokutu zadane 
dvije stranice i kut izmedu njih. No kako je kosinusov pucak nezgodan 
za logaritmiranje, cesce se primijenjuje tangensov poucak, kome 
se u torn slucaju daje ovaj oblik: 



Kako je: a + p + 



180°, toje: 



y. 



.i- r- 



90° 



r 



2 



a + B y 

tg — - — = ctg— . To se uvrsti u prvu formulu sustava (47) i izracuna 



tg 



(a — b) ■ ctg 



r 



(47a) 



Iz te formule odredi se vrijednost — a da se izracunaju kutovi 



2 



a i (3, ta se vrijednost najprije doda, a zatim oduzme od 



a -r B 



90" 



Konacno se po sinusovom poucku odredi stranica c (vidi primjer 3). 

Postoji vise nacina da se rijesi trokut u kojemu su poznate sve tri 
stranice a, b, c. Izvedimo jedan sustav formula za taj slucaj. 



B 



U zadani trokut ABC upi- 
Semo kruznicu. Simetrale kuto- 
va trokuta sijeku se u sredistu 
O upisane kruznice, ciji je po- 
lumjer oznacen sa q, i dijele 
trokut u tri para pravokutnih 
sukladnih trokuta. 




Iz tih trokuta prema slici 



t, 



b 



59 slijedi: 



c 



SI. 59 
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a kako je prema slici: 



ti + h = 
h + 1 3 = b 

h + t 2 = c 



+ 



2 (t, + U + t 3 ) = a + b -I- c, 



dobivamo: 



tj + tj + t 



a + b + c 



2 



gdje je s oznaka poluopsega trokuta. 



Oduzme li redom od (c) jednakosti (b), dobit demo 



t 
t 



i 



t 



a 



b 
c, 



a njihovo uvrstenje u (a) daje 



tg 



tg 



a 


P 


2 


5 — a 




P 


2 


5 — 6 


T 


p 



2 



(b) 



(c) 



Da bismo odredili q, rafiunat cemo ploStinu P trokuta ABC kao zbroj 
plostina trokuta BOC, COA i AOB: 



p= a-p fe- p rp 



2 



2 



2 



P ' = p • J- 



(d) 



Odatle: 



P 



P 



Uvrstimo li ovamo Heronovu formulu za ploStinu trokuta 

P= V 5(5 — a)(s -6)(s — c), 
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dobit dfcmo: 



P 



V 



s(s — a)(s — b)(s — c) _ y (s — a) (s — b) (s — c) 



Tako smo dobili trazeni sustav formula za rjeSavanje trokuta u kojem 
su zadane sve tri stranice a, b i c: 



tg 



tg 



tg 



2 



a 


P 


2 


5 — a 




_ P 


2 


s — b 


Y 


_ P 



(48) 



P 



Tu je s 



a + b -f c 



2 



y (5 - a) (5 -- b) (7^7) 



poluopseg trokuta, 



polumjer trokutu upisane kruinice. 



Primjeri: 



(Vidi primjer 4) 



1) Zadano: c = 537,4 m; a =37* 15' 42"; 0 = 79° 42' 24". 




537,4 



a = 37° 15' 42 
P = 79° 42' 24 



a + p = 116° 58' 06' 

= 63° 01' 54' 

a =• 365,08 m 

b = 593,26 m 



Y = 180° - (a + P) 



c 

sin y 



sin y 



sin a 



sin P 



6 



c • sin a 



sin y 



b = 



c • sin 3 
sin Y 



2,73030 
9,95001-10 



2,78029 



9,78209-10 



9,99295-10 

2,56238 

2,77324 



I 

II 



I - II = III 



IV 



V 

III + IV 
III + V 
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2) Zadano: b = 263,09 m; c = 215,40 m: p = 70° 14' 42". 




b = 
c = 

P = 
Y = 



263,09 
215,40 
70° 14' 42 
50° 24' 18 



P + y = 1 20° 39' 00 
a = 59° 21' 

a = 240,48 m 



sin y 



c ■ sin p 
6 



a = 



<x = 180° — (P + Y) 



c 

sin P 



c ■ sin P 
6 



sin Y 
sin a 



b • sin a 
sin p 



2,33325 
9,97366—10 



12,30691 — 10 
2,42010 



9,88681-10 

2,42010 

9,93465-10 



2,35475 
9,97366-10 



2,38109 



b sin a 
sin p 



I 

II 



I + II = III 
IV 



III - V 
V 
VI 



V + VI = VII 
VIII 



VII - VIII 



3) Zadano: a = 2033,9 m; b = 1123,1; y = 72° 15'20". 




a 



tg 



P 



(a - b) ■ ctg 



2 



a -r P 

2 



90° 



Y 
i 



Y 
2 



a + b 



a ■ sin Y 
sin a 



a 



a = 2033,9 
b = 1123,1 



b 

- 6 

Y 
2 



3157,0 
910,8 

72° 15' 20 
36° 07' 40 



a -I- p 



53° 52' 20 



- r- 



= 21° 33' 55 



a — 


75° 26' 15" 


p - 


32° 18' 25' 


Y 


72" 1 5' 20" 


c 


2001,4 m 



a 



ctg 



Y 
2 



Brojnik 
a + b 



tg 



P 



2 



sin y 



Brojnik 
sin a 



2,95942 



10,13670-10 



13,09612 
3,49927 



- 10 



9,59685-10 

3,30833 
9,97883-10 



13,28716- 10 
9,98582—10 

3,30134 



I 

II 



I + II = HI 
IV 



III - IV 

V 
VI 



V + VI = VII 
VIII 



VII - VIII 
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4) Zadano: a = 235,3 m; b = 197,4 m; c = 186,3 m. 




a 



tg 



s — a 



( 5 — a) ( 5 - b) (j — C ) 



P 



Y 

tg — = 



5 - ft 



a -r 6 -r 



Pokus: (s-a) + (s-b) + (s-c) = s 



a = 235,3 
b = 197,4 
c = 186,3 



s — a 
s - b 

s — c 



1,87040 
2,04961 
2,09061 



I 

II 
III 



2 s = 619,0 
s = 309,5 



Brojnik 
s 



6,01062 
2,49066 



I + II + III = IV 

V 



5 _ a = 74,2 
s — b = 112,1 
s — c = 123,2 



Pokus: 309,5 



2 
2 



37° 47' 36 



27° 10' 17 



2 



= 25° 02' 07 



Pokus: 90° 00' 00 
a = 75° 35' 12 



p = 


= 54° 20' 34* 


Y = 


= 50° 04' 14' 



p 
p 



3,51996 
1,75998 



tg 



tg 



a 

2 

P 



9,88958- 10 



9,71037-10 



tg 



Y 



9,66937-10 



IV - V - VI 
VI : 2 = VII 



VII — I 



VII — II 



VII — III 



2. Slozeni slucajevi rjesavanja trokuta. Mollweideove jednadzbe 

Ako je u trokutu zadan jedan kut, jedna stranica i zbroj ili razlika 
drugih dviju stranica (npr. y, c, a + b = l ili a — b = d), sluzimo se 
prvom ili drugom Mollweideovom jednadzbom. 



Prema (42): 



b 



sin a 



sin y 
sin p 
sin y 



+ 



(a) 



a + b sin a -f* sin (3 



sin y 
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odatle prema (30) i (22) : 

2 sin cos — ^ 



v Y 

2 sin— cos — 

2 2 



, a kako je — — = 90° , pa je 

2 2 



dobivamo: 



sin = cos — , 

2 2 

Y a ~ P 
cos — cos 

a + b 2 2 



• Y Y 
sin— cos — 



2 2 



ili: 



cos - 

a + b 2 



• Y 

sin 



(49) 



2 

Toje prva Mollweideova jednadzba 



Slicno: 



P — Y 

cos- 1 - 

b + c 2 
= ltd 

a 

sin 



2 

Na slican nacin, oduzimajuci od prve jednadzbe sustava (a) drugu 
jednarizbu, dobiva se druga Mollweideova jednadzba: 



. a — ft 

sin - 

b 2 



cos ^ 



(50) 



2 



Sliino: 



sin- L 

6— c 2 
= ltd 

a 

cos 



2 



Prim jedbe: 



1) Prva Mollweideova jednadzba upotrebljava se takoder za poku- 
sno rjesavanje trokuta, koji su rijeseni po sinusovom poudku. KadSto se 
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trokut, u kojem je zadana jedna stranica i dva kuta, neposredno rjesava 
po toj jednadzbi. 

2) Mollweideove jednadzbe mozemo primijeniti i na rjesavanje 
slozenih zadatafca o pravokutnim trokutima, npr. ako je zadana hipo- 
tenuza c i zbroj a + b = I ili razlika a — b = d obiju kateta trokuta. 

v y 

Kako je u torn slucaju y = 90°, pa je sin — = cos — = sin 4 5° = 

i/~2 1 

= cos 45° = jLz — -p= y Mollweideove jednadzbe za pravokutni trokut 

2 ][2 

primaju oblik: 



a -\- h ]f — a — |3 



fl cos (49a) 



a — b ,r- . a — p 



[/Tsin- (50a) 



c 



11 B. Apsen: Repelttorij I'lementarnc maiomatikc 
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§ 15. PLOSTINA TROKUTA 



piostina se trokuta odreduje kako slijedi 



1) Kako je piostina trokuta P 



1 



dobiva se: 



Slicno: 



P 



P 



P 



2 



b ■ v b a i<h = a • sin y (vidi si. 57) 



1 



2 
1 



ab sin y 



be sin a 



2 
1 



2 



ca sin [J 



(51) 



To znaci : 

Piostina trokuta jednaka je polovini umnoska 
dviju stranica i sinusa kuta izmedu njih. 



2) Uvrstenje b 



a • sin (i 



sin a 



(sinusov poucak) u prvu formulu (51) daje 



Slicno: 



p = 


a 2 


■ sin p sin y 


a 2 • sin (3 sin y 




2 sin a 


2 sin (p + Y) 


p = 




• sin y sin a 


6 2 • sin y sin a 




2sinp 


2 sin (y + a) 


p = 




■ sin a sin (3 


c 2 • sin a sin (3 






2 sin y 


2 sin (a+ p) 



(52) 



3) Ako su zadane stranice trokuta, njegova se ploStina raSuna po 
Heronovoj formuli: 



P 



gdje je: 



V s (s — a) (s — b) (s — c), 

a + b + c 

5 = . 

2 



(53) 
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4) Iz trece jednadibe sustava (43) slijedi: 

sin y = — , a uvrStenje tog izraza u (51) daje 

2r 



abc 

r = —-> (54) 

4 r 



gdje je r polumjer kruznice opisane oko trokuta. 

5) Prema formuli (d) predasnjeg §-a (vidi str. 156) imali smo ved: 



P = q s 



(55) 



gdje je o polumjer trokutu upisane kruznice, pri cemu je prema (48) 

a S y 

p = (s — a) ■ tg — - (5 — b) tg = (5 — c) tg -j-, (55a) 

2 2 2 



a s je poluopseg toga trokuta: 



a + b + c 
s = 

2 
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IV. analitiCka geometrija u ravnini 



§ 1. KOORDINATNI SUSTAVI I NJIHOVA VEZA 

1. PRAVOKUTNI KOORDINATNI SUSTAV 

i 











n 


B (x 3 .y 2 ) 

1 1 

1 
1 


y, 


—9 
1 

! / 


- X 


— 




x r 1 +X 




1 x 3 


0 


x 4 1 

1 




! y, 

i J 

1 
1 

i 1 

C(x 3 .y 3 ) 


y< 


1 

^D(x^y.) 


m 


-y 


IF 



SI. 60 

Pravokutni koordinatni sustav odreden je: 

1) apscisnom osi ili osi x, 

2) ordinatnom osi ili osi y t 

3) presjecistem pod kutom od 90° tih osi ili ishodistem koordinatnog 
• sustava O (origo), 

4) orijentacijom koordinatnog sustava, tj. smislom koji je protivan 
okretanju kazaljke na salu. To je najkraci put po kojem os + x 
prelazi u os + j/. 
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(U geodeziji koordinatna os, koja je na si. 60 oznafcena sa + y, nosi 
oznaku + x, a os + x ozna£ena je sa + y, pa koordinatni sustav ima 
obratnu orijentaciju.) 

Polozaj tadke u ravnini jednoznadno je odreden kad je poznata uda- 
ljenost ta£ke od osi t/ f tj. apscisa x, i udaljenost tadke od osi x, tj. ordi- 
nata y. xii/supravokutnekoordinate tafike. 

Ta£ke koje leie nadesno od osi y imaju p o z i t i v n e 
a p s c i s e (taike A i D), a one koje leze n a 1 i j e v o imaju nega- 
tivne apscise (tafke B i C). Taike koje leze i z n a d osi x imaju 
pozitivne ordinate (tadke A i B), a one i s p o d nje imaju nega- 
tivne ordinate (tafike C i D). Iz toga slijedi shema predznaka 
obiju koordinata u pojedinim kvadrantima. 



Kvadrant 


Prcdznak 


.V 


y 


I 


+ 


+ 


II 




+ 


III 






IV 


+ 





(Navedena shema predznaka vrijedi i za koordinatni sustav koji se 
primijenjuje u geodeziji, jer se tamo uzima da ta£ke, koje leze nadesno od 
osi x i iznad osi y imaju pozitivne apscise i pozitivne ordinate.) 

2. POLARNI KOORDINATNI SUSTAV 




SI. 61 

On je zadan: 

1) polom O, 

2) polarnom osi Ox. 
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Polozaj tacke u ravnini jednoznacno je odreden kad je poznata uda- 
ljenost taeke od pola, tj. radij-vektor r, i kut koji radij-vektor zatvara 
s polarnom osi, tj. amplituda ili polarni kut (p. 

Radij-vektor r uvijek je pozitivan i moze primiti sve vrijednosti 
od 0 do + a amplituda (p smatra se pozitivnom kad se kut cp racuna 
u smislu koji je protivan smislu vrtnje kazaljke na satu, inace je nega- 
tivan; stoga se cp mijenja od — co do -}- no. Svakoj tacki ravnine pripada 
jedan radij-vektor r, a beskonacno mnogo kutova <p, koji se razlikuju 
za mnogokratnik od 360°. Radi jednostavnosti uzimaju se obicno za tp 
vrijednosti koje leze izmedu 0 i 360°, cp i r su polarne koordi- 
nate tacke. 



3. VEZA IZMEDU POLARNIH I PRAVOKUTNIH KOORDINATA 



A(x,y) 



0 




Iz slike 62 slijedi 

x = r - cos cf 
y = r • sin rp 



(1) 



polama os 

SI. 62 



Obrnuti prelaz. 
Prema toj slici imamo: 



r 



ili prema (1): 



+ V -v- 



r v 2 



(2) 



x 



r 



cos 9 6* in 9 



Kvadrant u kojem lezi trazeni kut (f odredujemo ili prema slici ili 
prema predznacima zadanih koordinata x i y (vidi tablicu na str. 165). 

Kako je radij-vektor r uvijek pozitivan, mozemo r izracunati po 
formuli: .... 



x 



(2a) 



COS Cpo 

i 



sin 90 



y 




SI. 63 
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gdje je (f 0 pripadni kut u I kvadrantu, a i x i 1 
koordinata tacke. 

Primjer 1: 



v | apsolutne vrijednosti 



Zadane su polarne koordinate tadke A (rp = 203° 35' 05 t r 
Treba izraCunati pravokutne koordinate te ta£ke (si. 63)! 



421,63 m) 



9 = 230° 35' 05 



r - 421,63 m 



r • cos 9 



v = r • sin 9 



cos 9 



sin 9 



.v 



v 



cos 23° 35' 05" 
421,63 

sin 23° 35' 05" 



- 386,42 m 

- 168,69 m 



n 9,96213—10 

2,62493 
n 9,60217—10 



2,58706 
2,22710 



I 

III 
II 



I -f III 

III II 



Rimski brojcvi u krajnjcm desnom stupcu tablice pokazuju redoslijed ra£unanja 
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Primjer 2: 

Zadane su pravokutne koordinate tacke B (x = 863,08 m, y 
Trcba izracunati polarne koordinate te tacke (si. 64)! 



193,51 m) 





x - 863,08 m 




v = -- 193,51 m 


IK 9 = ■ 


v 1 x j 


1 v | 






■v cos 9^ 


sin 9,, 










-f 10 


-10 




v 


- 193,51 


n 2,28670 




I 


sin 9„ 


sin 12° 38' 14" 


9,34000—10 


V 


cos ?0 


cos 12° 38' 14" 


9,98935- 


-10 


VI 




863,08 


2,93605 




II 




12" 38' 14" 


>i 9,35065- 


-10 


I — II 
III 
IV 

I— V, II— VI 


? = 360-v.i 
r 


347" 21' 46" 
884,50 m 


2,94670 
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§ 2. TRANSFORM ACIJE PRAVOKUTNIH KOORDINATA 



1. TRANSLACIJA TJ. USPOREDNI POMAK ZA DUZINU a KOORDINATNOr. 
SUSTAVA XOY DU2 OSI X U "POLOZAJ X'O'Y' 



Neka su x, y koordinate tacke A s obzirom na koordinatni 
XOY, a 

y koordinate iste tacke A s obzirom na koordinatni 
i X'O'T. 



sustav 



x 



sustav 



y 



Prema slici 65: O' (a, 0), 



if 



^A(x.y) 



X 



< I 



a 



2/ • 



(3) 



Odalle: 



0 



a 



SI. 65 



X 



y 



X 



a 



(3a) 



2. TRANSLACIJA ZA DUZINU b KOORDINATNOG SUSTAVA XOY DU2 OSI Y 
U POL02AJ X O Y' 



Prema slici 66: O' (0, b), 



x = x 



y 



x 



y 



y' + b 



Odatle: 



(4) 



.r 



y 



b 



(4a) 



1 



y 

y 



o' 



b 



0 




r 



I 



y 



A (* . y) 



L 



SI. 66 



3. TRANSLACIJA KOORDINATNOG SUSTAVA XOY DU2 OSI X ZA DU2INU a I 
DU2 OSI Y ZA DU2INU b U POL02AJ X'O'Y' (sastavljanje slucajcva 1 i 2) 



i 



y 



a 



1 



y 



6* 



b 



x' 



A(x,y) 

}(x'.y') 



y 



X' 
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Prema slici 67 



O' (a, b), 



x 



X 



a 



y 



' -f b 



Odatle: 



.T 



X 



y 



y 



a 



b 



(5) 



(5a) 
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4. VRTNJA KOORDINATNOG SUSTAVA XOY OKO ISHODlSTA O ZA KUT a 
U POLOZAJ X'O'Y' 

Traze se koordinate x i y tacke A s obzirom na koordinatni sustav 
XOY, ako su poznate koordinate x i iste ta£ke A s obzirom na koordi- 
natni sustav X'OY', koji je zaokrenut prema prvome za kut a. 

Prema slici 68: 

• x = OD — BD = OD — EC 

y = BE + EA = CD + EA 

x = x' cos u — y' sin a 
y = x sin a + y cos a. 

Iz tog sustava lako se dobiju formule za x i y' izrazene pomocu 
x i y, ako se sustav (6) rijesi po x' i (najzgodnije metodom determinanata) 
ili ako se mjesto a uvrsti ( — a): 

x = x ■ cos a + v " cos a . 

(6a) 

y' = — x ■ sin u + y ■ cos a 
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5. TRANSLACIJA KOORDINATNOG SUSTAVA XOY DU2 OSI X ZA DU2INU a 
I DU2 OSI Y ZA DU2INU b I VRTNJA TOGA NOVOG SUSTAVA ZA KUT a 
OKO ISHODlSTA O U POLOZAJ X'O'V (sastavljanje slufajeva 3 i 4) 

Uzmemo li treci pomocni koordinatni sustav X"0'Y", tada s obzirom 
na jednadzbe (5) i (6) dobivamo prema slici 69: 
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y = b + x' • sin a + y • cos a 

a s obzirom na jednadzbe (5a) i (6a) imamo: 

x' = (x — a) cos a + (y — b) sin a 
y = — (x — a) sin a + (y — b) cos a 
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§ 3. UDALJENOST DVIJU TACAKA 



A I- 4 - 5; 



^ 1 1- 



0 




- d'. 




1 



8 {x 2 , y 2 ) 



8<3,-<t) 
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Prema slici 70 imamo po Pitagorinom poucku: 



d 



V (x., - x,)" + {y, — y x f 



Poseban slucaj: 

Udaljenost tacke A (x,, y x ) od ishodista O (0, 0) 



d' 



Primjer: 



A (—4, —5): B (3, —4) 



|/(_ 4 — 3)* + (— 5 + 4)= - I 7 49 + 1 - /50 = 7,071 . . . 



(vidi si. 70). 



§ 4. KOORDINATE TACKE KOJA DIJELI ZADANU DUZINU 

U ZADANOM OMJERU m ; n 
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Zadano: A (x,, y,); B (x.,, y.,), CA :CB = m :n. 
Trazi se: C (x, y). 

Iz sliCnosti pravokutnih trokuta slijedi prema slici 71 

a.-, m v — yi _ ni_ 



xz — x n \'2 — y " 



Oznacimo li zadani omjer m :n= — s X, dobivaino odatle 

n 



x, + x x 2 . yi + ^yi 

x = — 1 v = 

1 + x ' I + x 



(9) 



m 

gdjeje: X = 



n 
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PosebansluSaj. 

m 1 

Tacka C (x, y) raspolavlja duzinu AB, tj. A = — = — = 1 



n 1 



UvrStenje X = 1 u (9) daje: 



- = *» + * 2 

2 

y±±yi 

2 



(10) 



To znadi : 

Koordinate tacke koja raspolavlja zadanu du- 
zinu aritmeticke su sredine koordinata krajnjih 
tacaka te duzine. 

Traze li se koordinate tacke C, koja lezi na produzenju duzine AB, 

a dijeli je u omjeru X = — izvana, treba u formulama (9) uzeti X s ne- 

n 

gativnim predznakom, pn cemu A = 



n C'B 



Pazi! Pri postavljanju omjera — = \ uvijek polazi od trazene 

n 



ta£ke. 



C A 7 

Npr. za A (1, 2), B (5, 4) i \ = — — = — dobivamo prema (9) za koordinate taCke 



C uzevSi — X mjesto X: 



7 

l- T -5 

* = 8 

7 - 



7 

2 -4 

3 

y = — = 5,5. 

1 — T 



Da pokazemo primjenu formule (10), rijeSit cemo vazan zadatak: 

Neka se odrede koordinate teiiSta T trokuta, kojemu su vrhovi 
A (x 1( y,), B (x 2 , y 2 ) i C (x 3 , y 3 ). 



174 



Teziste T dijeli tezisnicu, tj. spojnicu vrha trokuta, npr. B sa sredi 
nom 5 suprotne stranice AC u omjeru 1 : 2, racunajuci od te stranice. 

Dakle prema slici 72: 



A(x,,y,) 



y 
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AS = SB i TS : TC = 1 : 2, pa je X 



1 

2 



Prema (10) koordinate tacke S glase: 



.v, 



*i + x 2 

2 



y. 



Vl + >'2 

2 



a prema (9) koordinate teziste T jesu: 



y 



X s + — X 3 



2 



1 + 



2 



1 



2 



i + 



i_ 

2 



2x, + x 
3 



2y, + JV3 
3 



(b) 
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Uvrstenje izraza (a) u (b) daje: 



.v, 



•Vl + -v 2 + X} 



3 



yi + V2 + yi 



3 



(ii) 



Koordinate tezista trokuta jesu aritmeticke 
sredine koordinata vrhova toga trokuta. 



Npr. za A ( — 2, 4). B ( — 4. —6). C (5. —3), (vidi sliku 72 koja predofiuje taj 
trokut): 



5 



3 



I 

3 



3 



3 
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§ 5. PLOSTINA TROKUTA 



Trazi se plostina P trokuta kome su vrhovi A (x v y x ), B (x 2 , y t ) i 
C (x 3 , y 3 ). 

Iz slike 73 vidimo: 
P = pZ. trapeza AA'C'C + pi. trapeza CC'B'B — pi. trapeza AA'B'B 

= -j(yi+ yi) (x 3 — -vj) + \- {yi + yi) (x 2 — x 3 ) — — ( yi + y 2 ) (x 2 — *,). 

2 2 2 

Nakon uredenja te jednakosti dobivamo: 

p =\l*i (y* ~ + x 2 (y 3 — y i) + ^ (yi — y 2 )] 



ili: 



2P = x 1 (ij 2 — y 3 ) + x, (y 3 — j/,) + x 3 (y x — y 2 ). (12) 

Obilazimo li kod primjene ovih formula trokut u pozitivnom smislu 
(protiv kazaljke na satu, plostina lijevo), dobit cemo za P pozitivnu vri- 
jednost, inace negativnu. 

Promijenimo li smisao obilazenja trokuta, dobit cemo za plostinu 
trokuta negativnu vrijednost. 

Radi pokusa plostina trokuta se racuna jos jednom i to tako da se 
trokut obilazi u negativnom smislu (u smislu kazaljke na satu), uz pri- 
mjenu slicne formule: 

2 P = 2/i (x 2 — x 3 ) + y 2 (x 3 — Xj) + y 3 (x x — x 2 ) (12a) 

I u torn slucaju dobivamo za plostinu P trokuta pozitivnu vrijednost. 
Ako tri tacke A (x v y x )> B (x 2 , y 2 ) i C (x 3 , y 3 ) leze na istom pravcu, 
tada je ploStina trokuta P = 0, tj : prema (12): 

*i (y 2 — 2/ 3 ) + * 2 (y 3 — 2/1) + *3 (yi — 2/2) = 0- 

Uredimo li tu jednadzbu, dobit cemo u jednostavnijem obliku u v j e t 
da tri tacke leze na istom pravcu: 



^2 — y\ x 2 



(13) 



12 B. Apsen: RcpcUtoriJ elementarne matematike 
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Primjer: 

Kolika je ploStina trokuta kome su vrhovi A ( — 2, 4), B (— 4, —6) i C (5, —3), 
(vidi si. 72). 

Prema (12): 

2P = _2 (— 6 + 3) — 4 (—3 —4) + 5 (4 + 6) = 6 + 28 + 50 = 84 
Prema (12a): 

2 ? = 4 (5 + 4) — 3 (—4 + 2) — 6 (— 2 — 5) = 36 + 6 + 42 = 84 

P = 42 kv. jedinice. 
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§ 6. JEDNADZBA KRIVULJE 



1. Svaka funkcija od dvije promijenljive x i y, eksplicitna y = f (x) 
ili implicitna F (x, y) = 0, predocuje krivulju u ravnini XY. Izraz y = j (x) 
ili F (x, y) = 0 zove se tada jednadzba krivulje. 

2. Koordinate bilo koje tacke krivulje ili opce tacke krivulje T 
oznacuju se obicno. sa x i y, a za oznacivanje posebnih tacaka pridjeljuju 
se x i y indeksi, npr. T x (x u y^), T 2 (x 2 , y 2 ) itd. Sve sto vrijedi za opcu tacku 
vrijedi i za posebnu, ali obratno ne mora vrijediti. 

3. Jednadzba krivulje analiticki je izraz svojstava opce tacke krivulje, 
odnosno njenih koordinata, 

4. Tadka T x (x u y x ) lezi na krivulji y = / (x) ili F (x, y) = 0, kad je 

Vi—f ( x i) ili F ( x i> V\) = 0> tj* kad koordinate tacke T t zadovoljavaju jed- 
nadzbu krivulje. 

5. Krivulja prolazi ishodi^tem koordinatnog sustava ako u njenoj 
jednadzbi nema clana slobodnog od x i y, jer samo u torn slucaju koordi- 
nate ishodista (0, 0) mogu zadovoljavati jednadzbu krivulje. 

6. Zajednicka rjesenja sustava jednadzbi F i (x, y) = 0 i F 2 (x, y) = 0 
daju koordinate presjecista krivulja koje su predocene tim jednadzbama, 
jer presjeciste pripada jednoj i drugoj krivulji. 

7- Kako jednadzba osi X glasi y = 0, a jednadzba osi Y x = 0 dobit 
ce se apscise presjecista krivulje s osi X, ako se u njenu jednadzbu y=f (x) 
ili F (x, y) = 0 uvrsti za y vrijednost 0, dok uvrsenje x = 0 daje ordinate 
presjecista krivulje s osi Y. 



12* 
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§ 7. PRAVAC 



1. JEDNAD2BE PRAVCA 

a) Eksplicitni oblik jednadzbe pravca 

Napisati jednadzbu pravca znaci napisati relaciju koja veze koordi- 
nate x i y opce tacke T pravca s onim, cime je pravac odreden. 

Smjer pravca u ravnini odreden je kutom a, sto ga pravac zatvara 
s pozitivnim smislom osi X, a njegov polozaj — odsjefikom OB = b, Sto 
ga pravac sijece na osi Y (vidi si. 74). 

Prema tome: 

Zadano: a, b. 

Trazi se: jednadzba pravca. 

Neka je T (x, y) bilo koja tacka na zadanom pravcu. Iz pravokutnog 
trokuta BCT slijedi prema slici 74: 



a = t g" je koeficijent smjera ili gradijent pravca, tj. 
tangens kuta, sto ga pravac zatvara s pozitivnim 
smislom osi X. Kut a se mijenja od 0 do 180°. 




y 



ax + b 



(14) 



4 




SI. 74 



180 



»b« je odsjecak na osi Y, pozitivan prema gore, 
negativanpremadolje. 




s. 75 



Na slid 75 pravac y = a y x + b, ima pozitivni koeficijent smjera 
a, = tg a v jer kut a lf lezi u I kvandrantu, dok pravci y = a. 2 x + b 2 i 
y = a 3 x + b 3 imaju negativne koeficijente smjera a 2 = tg a 2 i = tg a 3 , 
jer kutovi a 2 i a 3 leze u II kvadrantu. 

Ako pravac prolazi kroz ishodiste O (npr. pravci na slici 76) tada 
je b = 0, pa je prema (14) 



y = ax 

jednadzba pravca kroz ishodiste. 

Slijedi: 

Raspolovnica I i III kvadranta ima jednadzbu 



(15) 



jer je: a = tg 45° = 1, 

a raspolovnica Hi IV kvadranta 



(15a) 



y = — x 



(15b) 



jer je: 



a = tg 135° = tg (90° + 45°) = — ctg 45° = — 1 (vidi si. 76) 
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Jednadzba osi X glasi: 

y = 0, (15c) 

jer je a = 0, a tg 0 = 0, pa je prema (15) 0 • x = 0. 

y 

Da dobijemo jednadzbu osi Y, napisimo (15) u obliku x = — . 

a 

1 
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Za os Y je a = tg 90° = 00 , pa je 

x=0 (15d) 

jednadzba osi Y. 

b) Konstrukcija pravca 

Pomocu poznatog koeficijenta smjera a i odsjecka b moze se pravac 
jednostavno konstruirati, ako se njegova jednadzba prikaze u eksplicitnom 
obliku y = a x + b. 

Na os Y nanese se naime odsjecak »b« pozitivni prema gore, a nega- 
tivni prema dolje; iz tako dobivene tacke na osi Y ide se u smjeru osi X 
nadesno za 1, pa se u smjeru osi Y nanese koeficijent smjera a: pozi- 
tivni prema gore, a negativni prema dolje. Spojnica krajnih tacaka nane- 
senih duzina b i a daje trazeni pravac, kako se to vidi na si. 77. 
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Dokaz konstrukcije: 
Iz slike 77 slijedi: 

1) Odsjecak na osi Y je b. 

a 

2) tg a = — = a = koef icijent smjera pravca. 
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Ako je koeficijent smjera a razlomak, zgodno je postupiti tako da se 
nadesno ne ide za 1, vec za n a z i v n i k od a, dok se b r o j n i k nanosi 
u smjeru osi Y, uzevsi u obzir predznak razlomka. 



Primjer: 

Neka se nariSu pravci: 



p, .... y = — x + 5 
p, . . . . 3x + y + 2 = 0 

. . 2x — 3y— 12 = 0 
p 4 . . . . 3x + ly = 0 

pravac p t : a t = tg^ = — 1; b, = 5 

pravac p t : u eksplicitnom obliku y = — 3x 

= tga, = — 3; b* = 

2 

pravac p 3 : u eksplicitnom obliku y = yx — 4 

2 

a 3 = tg a 3 = y ; b 3 = — 4 



183 



pravac p 4 : u eksplicitnom obliku y — 



3 



a 4 = tg a 4 



3 



; b 4 = 0. 



Vidi si. 78. 
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c) Opci ili implicitni oblik jednadzbe pravca 



Svaka jednadzba koja sadrzi x i y u prvom stupnju, predocuje pra- 
vac u ravnini XY. Prema tome je: 



Ax + By + C = 0 



(16) 



opdi ili implicitni oblik jednadzbe pravca. 



Posebni slucajevi (vidi si. 79): 

1) A = 0. Tada je By + C = 0 ili y 



dan s osi X i udaljen od nje za 



C 



B 



2) B = 0- Tada je Ax + C = 0 ili x 



dan s osi Y i udaljen od nje za 



C 



A 



3. C = 0. Tada je Ax + By = 0 ili y 



C 



B 



, a to je pravac uspore- 



. Npr. y = 3. 



C 



, a to je pravac uspore- 



. Npr. x = 2. 



/I 



x, a to je pravac koji 
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prolazi ishodistem koordinatnog sustava i kojemu je koeficijent smjera 

A 

tga = — 



Npr. y 



B 
5x. 




SI. 79 



4) A 

5) B 



0 i C = 0. Tada je By = 0 ili y = 0, a to je jednadzba osi X 
0 i C = 0. Tada je At = 0 ili x = 0, a to je jednadzba osi Y. 



Prelaz od opceg oblika 
plicitni oblik vr§i se tako da 
rijeSi po y: 



jednadzbe pravca na eks- 
se jednadiba Ax + By + C = 0 



A 



C 



y 



B 



B 



eksplicitni oblik, 



koeficijent smjera a = tg a 



A 



odsjecak na osi Y b 



B 

C 



B 



(Primjer vidi na str. 187 i 188) 



(16a) 



d) Segmental oblik jednadzbe pravca 

Smjer i polozaj pravca u ravnini jednoznadno je odreden segmen 
tima m i n, tj. odsjeficima na osima X i Y. 
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Uvrstimo li u jednadzbu (14) y = ax + b 



y 
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b 



i 



a 



n 



tga = tg(180 — a) 



n 



m 



(vidi sliku 80), 



dobit cemo: 



n 



tg a 



m 



x 



n I : n 



l + z 



m 



1 



(17) 



za taj oblik da je slobodni clan + 
takoder predznak +, dok segmenti 



1 na desnoj strani 
77i i n mogu biti i 



Znacajno je 
i da x i y imaju 
negativni. 

Prelaz od opceg oblika na segmentni vrsi se tako da 
se jednadzba Ax + By + C = 0 podijeli sa — C, pa se reciprocne vrijed- 
nosti tako dobivenih koeficijenata od x i y napisu u obliku nazivnika: 



x 



A 



C 



I 



m 



n 



C 



A 

C 
B 



(17a) 



(Primjer vidi na str. 187). 



e) Normalni ili Hesseov oblik jednadzbe pravca 

Smjer i polozaj pravca u ravnini jednoznacno je odreden duzinom 
p okomice (normale) spustene na pravac iz ishodista i kutom cp, sto ta 
okomica zatvara sa + osi X (vidi si. 81). 

Iz te slike slijedi: 

P P 

m = — - — i n = — - — . 

cos 9 sin 9 

Uvrstimo li to u jednadzbu (17) — + — = 1 

m n 
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dobit cemo: 



cos <p sin cp 

+ ^y = 1/ -p 



P 



P 



x cos 9 + v sin 9 — p = 0, 
atoje normalni ili Hesseov oblik jednadzbe pravca 



p i qp su uvijek pozitivni 



pa se mijenjaju: 



p od 0 do + ~ 
cp od 0 do 360°. 
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Prelaz od opceg oblika na normalni vrsi se tako da 

se jednadzba Ax + By + C = 0 podijeli sa ± \ f A 2 -f B 2 , pri cemu predznak 
tog drugog korijena mora biti protivan predznaku od C, tj. 



A x + By + C 
±\1 A 2 + B 2 



0 



ili: 



A 



± V A 2 + B 2 



x + 



B 



± }/A 2 + B 2 



normalni oblik jednadzbe pravca. 



Odatle slijedi prema (18): 



C 



± \IA 2 + B 2 



0 



(18a) 



cos 9 



sin 9 



P 



A 



y a 2 + b 2 

B 



± |/ A 2 + B 2 
C 

T V A 2 + B 2 



(18b) 



Iz predznaka koeficijenata od .t i y, tj. iz predznaka sin cp i cos cp 
vidi se kvadrant u kojem lezi <p: 

Ako su oba +, cp lezi u I kvadrantu, oba minus — u III, sinus +, 
kosinus — u II, sinus — , kosinus-^f u IV kvadrantu (vidi si. 42). 
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Primjer: 

Zadana je opca jednadiba pravca 3,5z + 2,8y + 5,7 = 0. 
Neka se napiSe: 

1) Eksplicitna jednadiba tog pravca i odredi njegov koeficijent smjera odsje- 
£ak na osi Y i kut koji taj pravac zatvara sa + osi X. 

2) Segmentna jednadzba pravca i odrede oba segmenta m i n. 

3 Normalna jednadiba pravca i odredi duzina normale p i kut cp koji normala 
zatvara sa + osi X. 

Za 1) Jednadiba zadanog pravca u eksplicitnom obliku 
RaCunamo y: 



v = 



3,5 5,7 
x in \ 



t — 



2,8 



2,8 



1,250 x — 2,036. 



Koef. smjera: 



a = tg a = 



hi 

2,8 



= — 1,250. 



OdsjeCak na osi Y: 



b = 



5£ 
2,8 



= — 2,036 



Kut pravca sa + osi X: 





3,5 


0,54407 


I 


1 B | 


2,8 


0,44716 


II 


log tg Otfl 




0,09691 


I — II 




51° 20' 26* 


10,09691-10 




a = 180° - oto 


128° 39' 34' 







128° 39' 34'. 



(Vidi si. 82). 



\A | znafi »apsolutna vrijednost broja i4«, tj. vrijednost broja A bez obzira na 
predznak. Npr. | + 3| = 3. |-3| = 3. 



Za 2) Segmentni oblik jednadzbe zadanog pravca: 

3,5 x + 2,8 y + 5,7 = 0 / : - 5,7 

3,5 2,8 

x + y— 1 = 0 



5,7 - 5,7 



ili: 



x y 

+ -=— = 1 



V7 -5,7 
3,5 2,8 
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ili 



- 1,629 + - 2,036 



= 1 



1,629 



n 



2,036. 



(Vidi si. 82). 

Za 3) Normalni oblik: 

3,5 x + 2,8 y + 5,7 = 0 

C = + 5,7, dakle dijclimo jcdnadzbu pravca sa: 



ili 



]'A 2 + fl 2 = - |/ 3,5 2 + 2,8 2 = 
= — V 12,25 + 7,84= -\f20fi9 = 
Dobijemo normalni oblik: 



,482 



3,5* + 2,83- + 5,7 





9 

4- 



r 



3,5 



4,482 
2,8 



= 0 
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5,7 



4,482 



4,482 



4,482 



0 ili 



0,781 x — 0,6253- - 1,272 = 0 



Dakle: 



cos 9 



3,5 



sin 9 = 



4,482 

2,8 
4,482 



= - 0,781 



= - 0,625 



Kako je cos q> < 0 i sin <p < 0, kut cp lezi u III kvadrantu. 



Pokus: 



sin s cp + cos 1 qp = 0,61 + 0,39 = 1. 



P = 



5,7 



4,482 



= — 1,272; p = 1,272. 



Kut (f normale p s + osi X: 




(Vidi si. 82). 
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f) Jednadzba pravca kroz zadanu tacku T, (x„ y,) 

Pravac y = ax + b prolazi zadanom tackom T, (ar,, j/,), dakle ko- 
ordinate tacke T, moraju zadovoljavati jednadzbu pravca, tj. 

y t = ar 1 -f b. 

Ako odredimo b iz te jednadzbe i uvrstimo tu vrijednost za b u prvu 
jednadzbu, dobit cemo trazenu jednadzbu pravca koji prolazi tackom 

r, (x„ y,): 

y — y l = a (x — x t ). (19) 
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Koeficijent smjera pravca a ostaje neodreden, jer kroz jednu tacku 
mozemo povuci bezbroj pravaca. Smatramo li a promjenljivom velicinom, 
predocuje jednadzba (19) pramen zraka kroz tacku T. (x v y,). Vidi si. 83. 



g) Jednadzba pravca kroz dvije zadane tacke T, (x,, yj i T 2 (x 2 , y 2 J 
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Pravac prolazi tackom T, (x,, y,), dakle njegova jednadzba i ma oblik 
(!9) J/ — 2/i = a (x~ x t ). AH prema slid 84: 



Koeficijent smjera a = tg a 



x 2 x\ 
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UvrStenje u (19) daje jednadzbu pravca kroz dvije tacke 



Vl 



y^—yi 



-Vo 



x 



1 



(x — X,) 



(20) 



ili ako tu jednadzbu podijelimo sa y 2 — y x : 



y—y\ 



(20a) 



2) USPOREDNOST DVAJU PRAVACA 

Koeficijent smjera pravca odreduje njegov smjer; 
stoga su dva pravca usporedna ako su njihovi koefi- 
cijenti smjera jednaki. 

a) U eksplici tnom obliku: 

Pravci y = a x x + b { i y = a»x + b 2 su usporedni, kad je a { = a 2 . 
jer je tada tg u, = tg a 2 , pa je a, = a 2 . 



Primjer: 

Kako glasi jednadzba pravca, koji prolazi tatkom T, (6, 
s pravcem 2x + 3y + 5 = 0. 

2 5 



5), a usporedan je 



Zadani pravac u eksplicitnom obliku: y = 



3 



= a — 



Koeficijent smjera trazenog pravca 
2 

■ 

3 



= koeficijent smjera zadanog pravca — 



Prema (19) dobijemo: 



Odatle: 



2 

x - 1 

3 



2 
3 



(x — 6). 



ili 



2.v + 33- - 3 = 0. 



ili: 



b) U implicitnom obliku: 

Pravci A x x + B x y + C, = 0 i A 2 x + B 2 y + C 2 = 0 su usporedni, 



kad je 
ili: 



Ax 



B, 



[vidi (16a)] 



^1 ^2 



A x :A 



Tako su 



1 



jer je 



3 



npr 
2 

6 



x-3y + 8 



fl, B, 

Bi ; Bo. 

0 i 2x — 6y — 7 = 0 usporedni pravci, 
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c) U normalnom obliku: 



Pravci x • cos cp x + y • sin 
su usporedni, kad je cpj = g> 2 Hi <Pj 



Pj = 0 i x • 
% + 180°. 



cos q? 2 + y " sin cp 2 — Pz = 0 



Prikazi to na slici! 



3. PRESJECISTE DVAJU PRAVACA Pi i p, 

Pi : A t x + Bjj/ + Cj = 0 
p 2 : -4 2 x + B 2 y + C 2 = 0. 

Presjeciste P (x lt t/j) tih pravaca lezi i na pravcu p x i na pravcu p 2 , 
pa koordinate presjecista x x i y { moraju zadovoljavati obje jednadzbe, one 
su dakle korijeni sustava, koji cine obje jednadzbe 
pravaca. Rjesavanje sustava i primjere vidi: Aritmetika i algebra, 
§ 11-, 2b). 

Naravno vrijedi i obrat: rijesiti dvije linearne jednadzbe sa dvije 
nepoznanice znaci odrediti koordinate presjecista pravaca, koje te jed- 
nadzbe predo£uju. 



Primjer. 

Neka se grafiiki rijeSi sustav: 



U eksplicitnom obliku: 



v 



3' 



• w 



pri cemu je 



7 



7 



5 



= 1,6; 



2x + ly 

x + 5 y 



1 1 



7 



x 1 

+ 



5 



7 



5 



1,4 



11 
7. 



P 



i 



Pi ? 



(a) 
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Iz slike 85 slijedi: 



x = 2 



y 



Numericko rjeSenje: 
Iz (a) slijedi: 



ili: 



Iz (a) slijedi: y 



2 11 

— x H = 

7 7 
10 x + 55 



1-2 + H 

7 7 



1- 



5 5 



7 x + 49 



3x=6; x = 2 



1 



y 



1 



4. KUT DVAJU PRAVACA 



Pi 



P 2 



y = a x x + bi 

1/ — — Qo X ~r b 2 . 
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Prema slici 86: 
Vanjski kut trokuta 



ili: 



= a 1 + i|» 



13 B. Apien: Repetltorlj elementarne m*tem»Uke 



odatle: 

tg «2 — tg 



I + tg a 2 • tg cl { 

[vidi goniom. formulu (16)], 



a kako je: 



tg a, = a,, a tg a 2 = a L >, 



bit ce: 



tg + 



a.» — a 



1 



1 + a x ■ a 



(21) 



Dva pravca koja se sijeku cine zapravo dva kuta \\> i (vidi si. 86) 
koji su suplementni, pa kako je tg i|/ = tg (180° — i|») = — tg ip, razlikovat 
ce se vrijednosti njihovih tangensa dobivenih iz (21) samo po predznaku. 
Kako se pod kutom dvaju pravaca razumije obicno siljati kut \\), vrijednost 
toga kuta racunamo iz dobivene vrijednosti tangensa bez obzira na pred- 
znak. Ukoliko se trazi tupi kut npr. tupi kut trokuta, taj se kut dobiva 
iz = 180° — ij). 



Primjer: 

Koji kut zatvaraju pravci p, : 5 a: — 2y — 4 = 0 

p £ : 2x + 3 y — 13 = 0? 

5 5 

Pi : v = — x - 2, a, - — , 



2 13 2 
p.: v = a + — , ti . = 

3 3 " 3 



Racunamo prema (21): 



3 2 - 19 
i g + = = = 4,75. 

j 5 2 4 



log tg y\> = 0,67669 = 10,67669 — 10. 

i|» = 78° 6' 41" 



Da smo trazili kut V imali bismo: 



\\> = 180° — 1|» = 101° 53'19" 



5. OKOMITOST DVAJU PRAVACA 

Sijeku li se dva pravca pod pravim kutom, tada je \\) = 90°, pa je 
tgiji= x. Prema tome u formuli (21) mora biti u torn slucaju nazivnik 
jednak nuli, jer su u brojniku konacne vrijednosti. Dobiva se dakle: 

1 4- a x • a 0 = 0 

ill r 

a.j = , odnosno: a, = . (22) 
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Dva su pravca medusobno okomita ako su nji- 
hovi koeficijenti srnjera reciprocni i protivnog 
predznaka. 

Ako su jednadzbe pravaca zadane u opcem obliku: 
A, x + B t y + C x = 0 i A 2 x + B 2 y + C 2 = 0, tada prema (16a): 



a 



l: On 



A* 
Bo 



Uvrstenje u (22) daje: 



A, _ D l 



ili: 



A X A» + B X B* = 0. (22a) 



To je uvjet okomitosti dvaju pravaca, cije su 
jednadzbe zadane u opcem obliku. 

Primjer: 

Kako glasi jednadzba pravca koji prolazi tatkom A (7, — 2), a stoji okomito na 
pravcu 3 x — 5 y -f 4 = 0? 

3 4. 3 

U eksplicitnom obliku: y = — x -f — , pa jc a x = — . 

1 5 

Koeficijent srnjera trazenog pravca a* = — 



s 

Prema (19): y + 2 = — y (x — 7), 
odatle: 

5 29 

> = x ~l ili 5x + 3y — 29 — 0 

3 3 



P r i m j e d b a : Ako su pravci medusobno usporedni, \|> = 0, pa je i 
tg = 0, dakle u formuli (21) mora biti brojnik a 2 — a x = 0 ili a 2 = a ti a 
to smo vec imali. 



6. UDALJENOST TACKE OD PRAVCA 



Trazi se udaljenosa 8 tacke T, (x t , y { ) od pravca a koji je na slici 87 



izvucen punom crtom: 



x cos (p + y sin cp — p = 0. 



Jednadzba pomocnog pravca b koji prolazi tackom T,, i usporedan 



je s pravcem a, glasi: 



x cos cp + y sin cp — (p + 6) = 0 



(na si. 87 pravac b narisan je crtkano). 
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Ta£ka T, (x u y x ) lezi na torn pravcu, dakle: 

x x cos cp + y t sin cp — (p + 6) = 0, 



a odatle je: 



5 = x x cos cp + t/j sin <p — p 
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Da smo tacku T x uzeli na onoj strani pravca na kojoj lezi ishodiSte O 
koordinatnog sustava, dobili bismo: 

6 = — (Xi cos cp + y x sin cp — p). 

Prema tome opcenito: 

6 = ± (Xj cos cp + y x sin cp — p). (23) 

Udaljenost 5 zadane taCke T x (x v y x ) od pravca 
odreduje se tako da se jednadzba pravca napiSe u 
normalnom obliku: x cos cp + y cos cp — p = 0, u nju se uvr- 
ste koordinate tacke T x i dobivenoj za 6 vrijednosti 
promijeni predznak, ako je negativna. 

Pozitivna vrijednost 6 znaci, dakle, da zadana taCka T x i 
ishodiste O koordinatnog sustava leze na razlicitim stranama pravca, dok 
negativna vrijednost pokazuje da obje tacke T x i O leze na istoj 
strani pravca. 

Primjedba: pu jednadzbi x cos cp + y sin <p — p = 0 daje nepo- 
srcdno udaljenost ishodista od pravca (vidi si. 87). 
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Primjer : 



Neka se odrede udaljenosti taCaka T, (3,2), T 2 (l, 1), T, (— 4, 2), T 4 (— 1, —5), 

3 

(Vidi si. 88). 



T 4 (7, 0) od pravca y = — — x + 3. 



U = 



3 
4 



x + 3/ • 4 



3x + 4y — 12 = 0. 




SI. 88 



Prema (18a) normalni oblik: 



ili: 



ix - 4y - 12 



= 0 



1 3- - 4 * 



3 -v i- 4^—12 



0 



Prema (23): 

Za taCku T, (3, 2) 



Za taCku T, (1, 1) 



8, = - 



3 • 3 i- 4 • 2 - 12 



5 



3-1 4-41 — 12 



5 



1. 



1 



Za taCku T, (—4, 2): 



8 3 = - 



3 . (_4) + 4 • 2- 12 16 



5 



Za taCku T 4 (— 1, —5): 



8, = - 



3 • (- 1) + 4 • (- 5) - 12 _ 



5 



= 7. 
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Za ta£ku T s (7, 0): 

3-7+4-0-12 9 

8 >- + i -T-'- 

7. SIMETRALA KUTA 



i 
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Zadane su jednadzbe dvaju pravaca I i II u normalnom obliku: 

I: x cos rpj + y sin cf A — p, = 0 
II: x cos cp 2 + y sin (p 2 — p 2 = 0. 

Traze se jednadzbe simetrala s t i s*> kutova sto ih zatvaraju ti pravci 
(vidi si. 89). 

Kako su sve tacke simetrale kuta jednako udaljene od krakova 
toga kuta, bit ce za bilo koju tacku T (x, y) simetrale s,: 

= h 2 , a prema (23): 

h x = — (x cos ((-, -f- y sin cp t — p) 
( — , jer tacke T i O leze na istoj strani pravca 7) i 
b 2 = — (x cos fp 2 + y sin q> 2 — p) 
( — s istog razloga). 

Uvrstenje u 6, = 5 2 daje jednadzbu simetrale s, : 

x cos ([ , f y sin (f), — p, — (x cos (p 2 + i/ sin tp 2 — p 2 ) = 0. (24) 

Na isti nacin za bilo koju tacku T (x, y) simetrale s 2 : 
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Prema (23): 



5. 



f (a* cos tp x + y sin (p, 



Pi) 



( -+■ , jer tacka T' i O leze na razlicitim stranama pravca J) i 



(x cos (p 2 + y sin (p 2 — p 2 ). 



Uvrstenje u 6 3 = 6., daje jednadzbu simetrale s 2 : 
(x cos cpj + y sin y { — p,) + (x cos rp 2 + y sin cp 2 — p 2 ) = 0. 



(24a) 



Jednadzbe simetrala kutova s to ih cine dva prav- 
ca dobiju se tako, da se jednadzbe pravca napisu u 
normalnom obliku, pa se najprije oduzmu, a onda 
zbroje. Oduzimanje daje jednadzbu simetrale onoga 
kuta unutar kojeg lezi ishodiste koordinatnog s li- 
st a v a. 

Izracunamo li iz (24) i (24a) koeficijente smjera simetrala s { i s 2 , vidjet 
cemo da su ti koeficijenti smjera reciprocni i protivnog predznaka, dakle 
prema (22): 

Primjer: 

Treba napisati jednadzbe simetrala kutova sto ih 6ine pravci: 
I : 3x + 4y — 15 = 0 



II : 5x — 12y + 26 = 0 (vidi sliku 89, koja prikazuje zadanc pravee) 


Prelazimo na normalni oblik: 






Prema (18a) 






I: 3x + 4y — 15 = 0 


: +V--!- + If- = - 


r [A) T 16 = 5 


II: 5.r — 12y 1- 26 = 0 


: -\lA* -r H 1 = - 


- 1 25 4-144 -13 


3 

I : — .v + 
5 


4 

— v - 3 — 0 
5 ' 




S 

II: - — .\ 

13 


12 

: + — v - 2 = 0 
13" 


i 



ili: 



5, : 



5 . : 



x + 



3 



V 



s 


4 


12 


— A 




v — — \ 


13 


5 


13" 


5 


4 


12 


— A 


; H — 


v 4- — \ 


13 


5 


13" 



2 = 0 
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-3-2 



0 



65 



$2 • 



39x + 25.r I 52y — 60y — 65 = 0 
39x — 25x + 52y + 60y — 325 = 0 



64x — 8y — 65 = 0 



ili 



V = 8x 



65 
8 



14x + 112y — 325 = 0 



ili 



v = 



I 

~ 7 v 



325 
M2 



Koeficijent smjera s, : a x = 8 



Koeficijent smjera s 2 : 



a- = 



I 

8 



, dakle s x J_ s v 
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§ 8. KRUZNICA 

1. DEFHSIICIJA 

Kruznica je geometrijsko mjesto tafaka u rav- 
nini jednako udaljenih od zadane £vrste taCke koja 
se zove srediste kruznice. 

Udaljenost svake tacke kruznice od njena sredista S jest polumjer 
(radij) kruznice r (vidi si. 90). 

2. JEDNAD2BE KRU2NICE 

a) Sredisnja jednadzba kruznice polumjera r 

Zamislimo koordinatni sustav polozen kroz srediste kruznice polu- 
mjera r. Tada za bilo koju tacku T (x, y) kruznice vrijedi prema slici 90 
po Pitagorinu poucku jednadzba: 

I 

y 




SI. 90 



X 2 + y2 = ^ (25) 

koja znaci da je kvadrat udaljenosti svake ta£ke od ishodi§ta jednak r 4 . 
Odatle se dobije eksplicitni oblik jednadzbe kruznice: 

y= ± J/r 2 — -v 2 . (25a) 

Predznak plus daje gornju, a predznak minus donju polukruznicu. 

Poseban slucaj: Jedinicna kruznica, tj. kruznica kojoj je polu- 
mjer r = 1. 
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Iz (25) i (25a) slijedi za r = 1 : 



l 



y 



1 



(25b) 
(25c) 



b) Opca jednadzba kruznice 

Ako srediste S kruznice polumjera r ima koordinate p i q, jednadzba 
kruznice prima oblik: 

( X _ p) 2 + (y — q) 2 = r\ (26) 

jer s obzirom na koordinatni sustav X' O 1 Y' ima kruznica prema (25) 
jednadzbu x' 2 + y' 2 = r 2 , gdje je x=x — p, a y' = y — q (vidi si. 91). 



T(x, y) 



y'=y-q 




SI. 91 

Posebni sludajevi: 

1) Ako je p = 0, srediste S lezi na osi Y: 

x 2 + (y — q) 2 = r 2 . 

2) Ako je q = 0, srediste 5 lezi na osi X : 

(x — p) 2 + y 2 = r 2 . 

3) Ako je p = 0 i q = 0, srediste S pada u ishodiste, pa se dobiva 
srediSnja jednadzba kruznice (25). 



4) Ako je p = ± r y kruznica dira os Y: 

(x + r) 2 + (y — q) 

5) Ako je q = ± r, kruznica dira os X: 



r 2 . 



(x — p) 2 + (y + r) 



r 2 . 



6) Ako je p = ± r i q 



+ r, kruznica dira obje koordinate osi: 



(x + r) 2 + (y + r) 2 = r 2 
Narisi sve te posebne polozaje kruznice! 
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7) Ako je p 
prolazi ishodistem: 



r 1 q 



0, srediste kruznice lezi na osi X, a kruznica 



ili: 



(x-r)- + y* = r* 



y 



2r x 



X". 



(27) 
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Toje vrsna jednadzba kruznice 
si. 92). 



(desna kruznica na 



8) Slican slucaj dobije se ako je: 



P 

y 



(lijeva kruznica na slici 92). 



r i q 



0: 



2rx — x- 



(27a) 



Izvedemo li operacije naznacene u formuli (26), dobit cemo 



x 2 + if — 2px — 2qy + p 2 + q 



" 1 *» y>2 



0, 



a ako oznacimo: 



P 



D 
E 



r 2 



F, 



primit ce opca jednadzba kruznice oblik: 

x" 2 + y- + 2 Dx + 2 Ey + F 



0. 



(28) 



Ima li zadana jednadzba drugog stupnja u x i y oblik (28), ona pre- 
docuje kruznicu cije se koordinate sredista p i q i polumjer r odreduju 
tako da se clanovi sa x i clanovi sa y nadopune na potpune kvadrate. 
Na taj nacin svodi se jednadzba (28) na oblik (26). (Vidi takoder § 12, 2). 

Nadopunjavanje se vrsi tako da se Hjevoj i desnoj strani jednadzbe 
dodaju kvadrati polovine koeficijenata od x i od y. 
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Primjeri: 

1. x 1 + y ! — 4x + 6y— 12 =0 
x i — 4x + y t + 6y= 12 

(x- — 4x + 2*) + (y'- + 6y + V) = 12 + 4 + 9 
(x — 2)* + (y + 3) 1 = 25 



= o 



2; q = — 3; r = 5. 



3x : + 3y : + 6x — 12y — 13 = 0 / : 3 

13 

x l + 2x + y 1 — 4y = — 

(x* + 2x + 1 ! ) + (y= — 4y + 2 : ) = ~ + 1 +4 

28 

(x + l) s + (y — 2)= = - 



. ,28 1/28-3 V84 2 — 

3. x= + y ! + 4y = 12 

(x + 0) s + (y + 4y + 2 ; ) = 12 + 4 
(x + 0) 2 f (y + 2)= = 1G 
p = o, q = — 2, r = 4. 



3. PRAVAC I KRU2NICA 

a) Polozaj pravca spram kruznice. Uvjetne jednadzbe 

Kako se vidi iz slike 93, pravac moze prema kruznici zauzimati jedan 
od slijedecih polozaja: 




SI. 93 



203 



1) ili pravac sijece kruznicu u dvjema tafckama, 

2) ili dira kruznicu u jednoj tacki, 

3) ili prolazi izvan kruznice. 

Rjesimo li, dakle, sustav jednadzbi koji sacinjavaju jednadzba kru- 
znice x- + y 2 = r 2 i jednadzba pravca y = kx + I, dobit cemo: 

za slucaj 1) dva para rjesenja x 2 , y 2 i rr 3 , y 3 , koja odgovaraju presjeci- 
stima T 2 i T 3 ; 

za slucaj 2) jedan par rjesenja x„ y v koji odgovara diralistu T, 
tangente, i 

za slucaj 3) par konjugirano kompleksnih rjesenja (vidi si. 93). 



RjeSenje sustava 



kruznice glase: 



x 2 + y 2 
y = kx + I 



ili koordinate presjeciSta pravca i 



1.2 



kl± }'r 2 (k 2 + 1) — l z 

1 + k 2 



(a) 



Da bi pravac y = kx + i dirao kruznicu, moramo za x i j/ dobiti samo 
po jedno rjesenje. a to je samo tako moguce, da je izraz pod korije- 
nom (diskriminanta D) u gornjoj formuli za x V2 jednak nuli, tj. 
r 2 (fc 2 + 1) — V- = 0 ili r 2 k 2 + r 2 — Z 2 = 0, pa je: 



12 = r 2 (1 + J C 2) 



(29) 



To je uvjel koji mora zadovoljiti pravac y=kx + l, 
odnosno njegov koeficijent smjera k i odsjecak I na 
osi Y da bude tangentom kruznice sa sredistem u 
i s h o d i s t u : x 2 + y 2 = r 2 . 

U torn slucaju, tj. za D = 0, daju izrazi (a) koordinate diralista T x : 

i y x = kx\ + / ili uzevsi u obzir da je 



.v 



i 



1 -f- k 2 



prema (29) 1 



fc 2 



r- 



l 2 



dobivamo koordinate diralista 



.2 



X 



1 



/ 



(29a) 



• Ponovivsi ista razmatranja i isti postupak koji smo naveli kod izvoda 
uvjetne jednadzbe (29), dolazimo do jednadzbe: 



(— kp + q — 0 



r 2 (1 + fc 2 ), 



(30) 



koja je u v jet da je p r a v a c y = kx+l t a n g e n t a na kruznicu: 



(x - p)* + (y- q)» 



r 2 . 



Koordinate diralista tangente odredujemo tako da zajedno rijesimo 
zadanu jednadzbu kruznice i dobivenu jednadzbu tangente. Formule (29a) 
vrijede samo za kruznicu sa sredistem u O (0,0)! 
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Uvjetne jednadzbe (29) i (30) primijenjuju se u svim slucajevima, kad 
nije zadano diraliste trazene tangente. 



Primjeri: 

1. Neka se na kruznicu x 2 + y t — 6 povuku tangente koje su usporedne s prav 
cem x — 2y — 6 = 0 i odrede koordinate diraliSta tih tangenata! 

Jednadzba tangente: y = kx + I. 

k = ? I = ? 



Iz x — 2y — 6 = 0 slijedi: 



2 



3, odatle 



1 



koeficijent smjera pravca k = — = koeficijent smjera tangente. 



UvrStenje k = 



1 



i r ! = 6 u uvjetnu jednadzbu (29) I 2 = r ! (l + k 1 ) daje: 



6 1 + 



1 



30 



/ = 



1^30 



pa iz y = kx + I za k = 



1 loo 

- i 1= ±~ 

2 2 



dobivamo: 



x p0 



ili 



x — 2y + pO = 0 



po 



2 



2 



ili 



x — 2y— p0 = 0 



trazene jednadzbe 
tangenata. 



DiraliSta tangenata dobivamo ili iz formula (29a) ili rjesavajuci 
sustav jednadzbi koji sastavljaju jednadzba kruznice i jednadzba tangente, 
pri demu pamtimo da diskriminanta mora biti jednaka nuli, jer tangenta 
ima s kruinicom samo jednu zajedniCku tacku. Ukoliko je diskriminanta 
D 4 s 0 moramo traSiti pogreSku u izra^unatoj jednadzbi tangente. 

Primijenimo taj drugi nacm. 



UvrStenje: 



x pb~ 

y = 1 u x 1 + y J = 6 daje 

2 2 

x 1 l/To 30 

x*+ — +- x + - = 6/- 4 

4 2 4 

5x s + 2 \/30x + 6 = 0/ :5 

2 ,/ — 6 
x*+ - P0* + -j = 0 



1 
5 



P 




30 30 
25 ~ 25 
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Diskriminanta D = 0! 

^ = — 



2 2 10 2 5 ' 



2 iy — 



/ V 30 2,,— \ 
Diraliste prve tangente T, I — , —]/ 30 I 



pO 2 



Na isti nacin dobivamo diraliste druge tangente T 2 

5 5 



Mogli bismo napisati koordinate diralista T 2 druge tangente bez ikakvog raCu- 
nanja, samo znajuci koordinate diralista T, prve tangente, jer kako diralista dviju 
usporcdnih tangenata leze, na kxajevima istog promjera kruznice, njihove se koordi- 
nate razlikuju samo u predznacima. 

Prikazi grafifki zadane kruznice i tangente! 

2. Neka se na kruznicu x 2 + y* — 2x — 6y — 6 = 0 povuku tangente okomite 
na pravac 24 x — 7 y + 2 = 0. 

Jednadzba tangente: y = kx + I. 

k = ? I = ? 

Iz x ! + y= — 2x — 6 v — 6 = 0 slijedi: 

(x 2 — 2 x + 1) + (y 2 — 6 y + 9) = 6 + 1 + 9 
ili: (x— l) 2 +(y — 3) 2 = 16. 

Dakle: p = 1, q = 3, r 2 = 16. 

24 2 

Iz 24 x — 7 y + 2 = 0 ili y = -y * + y imamo: 

24 1 7 

Koeficijcnt smjera pravca k, = — , a tangente k = = . 

7 A A 24 

7 

UvrStenje p = 1, q = 3, r 2 = 16 i k = u uvjetnu jednadibu (30) 

24 

(— k p + q — I) 2 = r 2 (I + k 2 ) daje: 

7 \= / 49 

+ — + 3 -/ = 16 1 + 



odatle: 



24 J V 576 

(79 - 24/) 2 _ 16-625 
576 576 



ili: 79 —24 I = ± 4 . 25 



ili: 



79 if: 100 





24 


■ . pa je: 


21 
24 


7 

8 ' 


179 
24 
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UvrStenje u y = kx + I dajc konafino: 



y 



24 



.v — 



8 



ili 7x + 24y + 21-0 



y = 



7 179 

.v -r ili 7 x + 2Ay 



24 



24 



170 0 



Trazene 
jednadzbe 
tangenata. 



Odredi koordinate diraliSta tangenata i prikazi grafitki Citav zadatak! 

b) Jednadzbe tangente i normale povucenih u zadanoj tacki kruznice 



1) n a k v u z n i c u x- + y- 



Uzmimo sada obrnuto, da su nam poznate koordinate x x i y t 
lista T n a trazimo jednadzbu tangente na kruznicu u toj tacki T v 
svrhu racunamo iz izraza (29a) kooficijent smjera tangente k = tg a 
sjeeak I na osi Y. 

Podijelivsi jednadzbe sustava (29a) dobivamo: 



dira- 
U tu 
i od- 



k 



Vi 



a iz druge jednadzbe slijedi: 



/ 



r 



yi 



(31) 



Uvrstenje tih izraza u jednadzbu y = k x + I daje trazenu jed- 
nadzbu tangente na kruznicu x 2 + y 2 = f 1 u zadanoj 
tacki Tj (x u y x ) kruznice: 



x 



Vl 



ili 



xx, + yy l 



r 2 . 



(32) 



Normala kruznice jest pravac koji je u diralistu okomit na 
tangentu, dakle ce prema (22) i (31) njen koeficijent smjera u istoj tacki 



kruznice T, (x 1? y,) biti k 



Vl 



.v 



1 



Uvrstenje tog izraza u formulu (19) daje: 



Vi 



(•v — .v , ) , 



.v 



i 



a odatle, uklonivsi zagrade, dobivamo jednadzbu normale na 
kruznicu x s + y 1 = r 1 u tacki T, (x„ y x ) kruznice: 



.Vi 



(33) 



ili: 



yx, — xt/, 



0 



(33a) 
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Iz jednadzbe normale vidimo da je to pravac koji prolazi ishodistem 
koordinatnog sustava, a to smo i o£ekivali za kruznicu kojoj je srediste u 
ishodistu, jer se normala kruznice podudara s polumjerom povucenim u 
diraliste. 

Do jednadzbe tangente i normale na kruznicu x 2 + y 2 = r 2 u zadanoj 
tacki T x (x u y t ) kruznice mozemo doci i drugim putem: prema (19) jed- 
nadzba pravca kroz tacku T t (x u y t ) glasi: y — y x = a (x — x x ). 

Iz slike 94 slijedi: a = a' + 90°, a odatle je: 



a = tg a = tg (90° + a') 



ctg a' 



x 



i 



yi 



(31) 



Uvrstenje daje: y — y 1 



yVi—Vi 



- (x — x,)/ • y 1 



ili: 
ili: 



xx i + 3'Vi = xj 2 + y t 



xx t + yy x 



(32) 



jer tacka T, (x,, y y ) lezi na kruznici, pa uvrstenje x 
x 2 + y 2 = r 2 daje x x 2 + y { 2 = r 2 ; isto se vidi i na si. 94. 



*i i y = yi u 



Normala prolazi ishodistem, dakle njena jednadzba glasi y = kx, a 



prema (22) i (31) k 



1 



a 



. Uvrstenje daje: 



y 



y\ 



X . 



(33) 




SI. 94 
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Primjer: 

Treba napisati jednadibe tangente i normale na kruznicu x- + y 2 
kruinice T, (x, = 3; y x > 0)! 

UvrStenje x, = 3 u zadanu jednadzbu kruznice daje: 9 + y 2 
y vt = ± 4, y x = 4 pa je T t (3, 4). 



25 u tacki 



25, odatle 



Prema (32): 



3x + 4y — 25 = 0 



iii: 



3 25 

- x + — 

4 4 



trazene jednadzbe 
tangente. 



Prema (33): 



4 

y = 3* 



ill r 



3 y — 4 x = 0 



trazene jednadzbe 
normale. 



2) n a kruznicu (x — p) 2 + (y — q) 2 



r 2 . 



^i (^d kruznice lako 
koordinatni sustav tran- 



Jednadzba tangente na tu kruznicu u tacki 
se dobije iz jednadzbe (32), ako zamislimo da je 
slacijom prenesen u srediste kruznice 5 (p, q). S obzirom na formule (5a) 
imamo: 



(x — p) (x t — p) + (y — q) (t/ x — q) 



(34) 



tj. od svakog x jednadzbe x 2 4- y- = r- oduzmi p, a od svakog y 
oduzmi q. 

To je, dakle, jednadzba tangente na kruznicu (x — p) 2 + 
+ (y — q) 2 = r 2 s diralistem u tacki T, (x u y t ). 

Njen koeficijent smjera je prema (31): 



k 



k 



P 



(34a) 



S obzirom na (22) bit ce koeficijent smjera normale u ta£ki T, (x„ yj 



y\ — q 

P 



a jednadzba ce normale glasiti prema (19) 



Xi—P 

Primjer: 

Treba napisati jednadibe tangente i normale na kruznicu 



x* + y l — 14 x — 4y 



0 



u tacki T, (10, 9), 



(x* — 14 x + 49) + (y* — 4 y + 4) = 5 + 49 + 4 



(x — 7) 1 + (y — 2) 



58 



(35) 



7; q = 2; r 



58 



14 B. Apsen: RepetitorlJ elementarne matemaUke 
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Prema (34): 



(x - 7) (10 — 7) + (y — 2) (9 — 2) = 58 
3x — 21 + 7y — 14 = 58 

3 x + 7 y — 93 = 0 traifena jednadiba tangente 



Prema (35): 



9-2 
y - 9 = y (.* - 10) 



7 x — 3 y — 43 = 0 trazena jednadiba normale 



c) Jednadzbe tangenata povucenih iz zadane tacke izvan kruznice 

1) na kruznicu x 2 + y 2 = r 2 . 

Rijesimo sada pitanje, kako cemo napisati jednadzbe tangenata po- 
vucenih na kruznicu a: 2 + y 2 = r 2 iz zadane tacke P (x 0 , y 0 ) koja lezi izvan 
kruznice (vidi si. 95). 




SI. 95 



I nacin: pomocu uvjetne jednadzbe. 

Pretpostavimo li da trazene jednadzbe tangenata imaju oblik 
y = k x + I, mozemo u tu jednadzbu uvrstiti koordinate x 0 , y 0 tadke P, 
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jer ta tacka lezi na objema tangentama. Kao drugu jednadzbu uzmimo 
uvjetnu jednadzbu (29). 



Na taj nacin dobivamo sustav jednadzbi: 

y 0 = k x 0 + I 
12 = r 2 (1 + k 2 ), 



(36) 



iz kojeg mozemo izracunati trazene velicine k i I. Druga jednadzba tog 
sustava je kvadratna, pa cemo dobiti po dvije vrijednosti za koeficijent 
smjera k i za odsjecak I, koje uvrstimo u jednadzbu y = k x + I, pa cemo 
imati jednadzbe obiju tangenata. 

II nacin: pomocu polare. 

Polazi se od jednadzbe tangente xx x + yy x = r 2 (32), da se odrede 
koordinate diralista T, i T 2 . Bu ici da diralista leze na kruznici x 2 + y 2 = 
= r 2 , a tacka P (x Q , y 0 ) lezi na ta fentama, dobivamo sustav jednadzbi: 



O I O 



(37) 



iz kojih cemo dobiti po dvije vrijednosti za i y,, tj- koordinate diralista 

?\ (^n i ^2 ( x 2> 2/a)- Uvrstenje tih vrijednosti u jednadzbu (32) daje jed- 
nadzbe trazenih tangenata. 

Druga jednadzba sustava (37) je linearna i predocuje pravac koji 
prolazi kroz oba diralista T t i T 2 , jer su koordinate tih diralista korijeni 
sustava (37). Taj pravac T t T 2 kojemu je jednadzba 

x o* + VoV = r2 ( 37a ) 

zove se polara tacke P s obzirom na kruznicu, a tacka P 
je pol za pravac T x T 2 . (Vidi si. 95). 

Prema tome jednadzbe tangenata .a kruznicu x 2 + y- — r 2 iz tacke 
P dobiju se tako da se napise prema (37a) jednadzba polare, pa se odrede 
presjecista polare s kruznicom, tj. koordinate diralista obiju tangenata, 
koje se uvrste u jednadzbu (32) xx t + yy { = r\ 

Spomenimo jos: 

a) da polara postoji i u torn slucaju kad pol P lezi unutar kruznice, 
jer uvrstenje koordinata tog pola u jednadzbu polare (37a) daje realan 
pravac, ali polara u torn slucaju ne sijece kruznicu, nego prolazi izvan nje, 
pa kruznica nema realnih tangenata iz pola P; 

b) da je polara za pol, koji lezi na kruznici, tangenta kruznice u polu, 
jer je tada jednadzba polare (37a) istovetna s jednadzbom tangente (32); 

c) da je pravac PO, koji spaja pol P sa sredistem kruznice O, okomit 
na polari, jer je jednadzba tog pravca prema (20): y = — - v ili 



xy 0 — yx 0 = 0, pa je koeficijent smjera tog pravca reciprocan i protivnog 
predznaka s obzirom na koeficijent smjera polare, koji je prema (37a) = 



yo 



(Vidi dalje primjer 1). 



14 
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2) Na kruznicu (x — p) 2 + (y — q) 2 = r 2 . 

Na isti nacin dolazi se do jednadzbi tangenata povufienih na kruz- 
nicu ( X _ p )2 + (y — q) 2 = r 2 iz tacke P (x 0) y 0 ) koja lezi izvan kruznice 

(vidi si. 96). 




SI. 96 



I nacin: pomocu uvjetne jednadzbe. 

Iz sustava koji cini jednadzba tangenata y = kx + I, u koju se uvrste 



(38) 



koordinate x 0 , y 0 tacke P, i uvjetna jednadzba (30), tj. iz sustava 

Vo = x Q k + I 

(—kp + q — I) 2 = r 2 (1 + k 2 ) 

racunaju se koeficijenti smjera Jq i k^ i odsjecci na osi Y l x i I 2 trazenih 
tangenata. 



II nafiin: pomocu polare. 

Napise se jednadzba polare, koja ce sada prema jednadzbi 
(37a), a s obzirom na formule (5a), glasiti: 

(x 0 - p) (x - p) + (y 0 — q)(y — q ) = r*, (39) 

pa se odrede sjecista polare s kruznicom, tj. koordinate diralista T x (x u y x ) 
i To (x 2 y 2 ), koje se uvrste u jednadzbu tangente (34): 

(x — p) {x x — p) + (y — q)(y { — q) = r 2 (vidi dalje primjer 2). 

Primjeri: 
Primjer 1. 

Treba napisati jednadzbe tangenata povuCenih na kruinicu X s + y l = 29 iz 
ta£ke P (7, —3) i odrediti koordinate diraliSta tih tangenata (si. 97)! 
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I nafiin. 
Prema (36): 



t = y = kx + I 



k = ? I = ? 



— 3 = 7k + I 
I 1 =29(1 + k 2 ) 



Iz prve jednadzbe: 

I = — Ik — 3. 
UvrStenje u drugu jednadibu daje: 



(a) 



ili: 
ili: 



(_7/c — 3)*= 29(1 + kr) 
49k 8 + 42k + 9 = 29 + 29 k 2 

20k 2 + 42k — 20 = 0 / : 20 
fci + 2,1k — 1 = 0 



Prema (a): 



fc|. 2 = — 1.05 ± 1,1025 + 1 = — 1,05 ± 1,45 
k, = 0,4; k, = —2,5. 

l t = — 2,8 — 3 = —5,8 
l 2 = 17,5 — 3 = 14,5. 



UvrStenje u y = k x + I daje: 



y = o,4 x — 5,8 



2,5 x + 14,5 



trazene jednadzbe 
tangenata i { i t 2 



ili u implicitnom obliku: 



2 x — 5 y — 29 - 0 

5 x + 2 y — 29 = 0. 
Koordinate diralista tangenata odredimo ovog puta pomocu formula (29a) 



i 



kr 

T 



/ 



U tu svrhu uvrstimo u prvu od tih formula k = 0,4 i i = — 5,8. 
Dobivamo: 



x, = 2. 



UvrStenje r J = 29 i I = — 5,8 u drugu formulu sustava (29a) daje: 

!7i = — 5. 

Dakle T, (2,-5) je diraliSte tangente t,. 

Na isti naCin uvrstivSi u (29a) k = — 2,5 i r 2 = 29, I = 14,5, dobivamo: 

x t = 5 i y 2 = 2. 



Dakle T, (5, 2) je diraliste tangente t t . 

(Vidi si. 97, u kojoj je taj primjer prikazan grafitki). 

Koordinate diraliSta T, i T. mozemo takoder dobiti rjeSavajuci zajedno 
nadzbu zadane kruinice i izraCunate jednadibe tangenata. 



II nafin. 



t = xx, + w, = r 1 . 



i 



Vi 



JednadSba polare s obzirom na pol P (7, — 3) glasi prema (37a) 

7x — 3y — 29 = 0. 




P(7-3) 



SI. 97 



Koordinate diraliSta T, i T 2 dobit cemo iz sustava: 

7x — 3y = 29 
x 2 + v l = 29 



Iz prve jednadzbe slijedi: 



1 



V = - (7 x 



29). 



(a) 



UvrStenje u drugu jednadzbu daje: 

1 



x ! + — (7x — 29)» = 29 / • 9 

9 x 1 + 49 X 1 — 406 x + 841 = 261 
ili: 58 x 5 — 406 x + 580 = 0/ : 58 



x= 



7 x + 10 = 0 



xi'.z = ~ ± 
x, = 2; 




49 



10 



7 3 

1*1 



= 5. 
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Prema (a) 



Vi = —5; l/j = 2. 



Dakle: 
Prema (32) 



7,(2,-5); 7,(5,2). 



2 x — 5y — 29 = 0 
5x + 2y — 29 = 0 



jednadzbe tangenata t t i t 2 
(Vidi si. 97) 



Primjer 2. 



Treba napisati jednadzbe tangenata povucenih na kruznicu x 2 + y 5 
+ 4y — 7 = 0 iz tacke P (6, 2) i odrediti koordinate diralista tih tangenata! 

(x 2 — 6 x + 9) + (y 2 + 4 y + 4) = 7 + 9 + 4 



6x + 



(x — 3) s + (y + 2) 2 = 20. 



3; q 



2; r» = 20 



1. nacin: 
Prema (38): 



t = y = k x + I 
2 = 6 k + I 



(— 3 k — 2 — I) 2 = 20 (1 + k 2 ) 



Iz 1. jednadzbe slijedi: 



I 



6 k + 2 



(a) 



Uvrstenje u 2. jednadzbu daje: 



(— 3 k — 2 + 6 k — 2) 2 = 20 (1 + k ! ) 
ili: (3 k — 4) ! = 20(1 + k 2 ) 
ili: 9 k 2 — 24 k + 16 = 20 + 20 k 2 
ili: 11 k 2 + 24k + 4 = 0. 



Odatle: 



^1.2 



- 24 ± |/576 - 176 - 24 ± 20 



22 



22 



11 



A 2 = — 2. 



UvrStenje u (a) daje 



34 

n 



/., = 14 



Dakle: 



y = 



2 34 

— H 

11 II 



V 



2x + 14. 



ili u implicitnom obliku: 



trazene jednadzbe 
tangenata. 



2x + Hy — 34 = 0 
2x + y — 14 = 0. 

Da bismo odredili koordinate diralista x y i y t prve tangente, uvrstimo 
njenu jenadzbu y = — — x + — u jednadzbu zadane kruznice x- + y 2 — 
6 x + 4 i/ — 7 = 0 i rijegimo tako dobivenu kvadratnu jednadzbu. Bu- 
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dudi da tangenta ima s kruznicom samo jednu zajedniCku ta£ku, bit ce 
diskriminanta D = 0. 



Konacno dobivamo: 



19 

X,= T 



dok uvrstenje te vrijednosti za x x u jednadzbu tangente daje: 

12 



Na isti nacin odredujemo koordinate diraliSta druge tangente 

Dobivamo: 

y 2 = Q - 

2. nacin: ' = (i — p) (x, — p) + (y — q) (y, — q) = r* 

Jednadzba polare prema (39) glasi: 

(6 — 3) (x — 3) + (2 + 2) (y + 2) = 20 

ili: 3x — 9 + 4y + 8 = 20 

ili: 3x + 4y — 21 = 0 jednadzba polare za pol P (6, 2). 
Koordinate diralista T, i T, dobit cemo iz sustava: 

3x + 4y— 21 = 0 
x ! + y ! -6r + 4y-7-0 
Iz 1. jednadzbe slijedi: 

4 

x = - — v + 7. (a) 

Uvrstenje u 2. jednadzbu daje: 



Odatle: 



- T > + 7] + -V* — 6 y - v + 7 I + 4 y — 7 = 0 
16 56 

ili: — y - — v + 49 + y ! + 8 y — 42 + 4 y — 7 = 0 / . 9 

16 v" — 168 y + 9 y ! 4- 72 y + 36 y = 0 
ili: 25 y ! — 60 y = 0. 

ili: 5y(5y — 12) = 0. 

1/, = 0 

5y — 12 = 0 



Uvrstenje u (a) daje: 



12 

u ' = 7 



i 



19 

7; x. = — 

5 
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19 12 

DiraliSta: T, (7,0) i T. " 

' V 5 5 )• 

Prema (34) dobivamo: 

Tangenta I: (x — 3) (7 — 3) + (y + 2) (0 + 2) = 20 

Odatle: 4x — 12 + 2y + 4 = 20 

ili: 4x + 2y — 28 = 0/ :2 

2x + y — 14 = 0 . 

Tangenta II: (x - 3) - 3^ + (y + 2) + 2 j = 20. 

4 12 22 44 
Odatle: — x + — ;y + - = 20/-5 

4x + 22y — 68 = 0 / : 2 
2x + lly — 34 = 0. 



4. POPIS FORMULA I UPUTE ZA RJESAVANJE ZADATAKA U VEZI S 
KRU2NICOM 

I. Zadana kruznica ima srediste u ishodistu (0,0), pa njena jednadzba glasi: 

x z + y- = r-. 

a) Zadano je diraliste T x (x v y,) tangente 

1. Jednadzba tangente: 

xx x + yy x = r 2 

x r 

ili: y = x + 



i 



2. Jednadzba normal e: y= — x odn.j>= x 

x* k 



y 



1 



gdje je k koeficijent smjera tangente izracunate prema 1. 

b) Diraliste tangente nije zadano. 
1. Jednadzba tangente: y = kx + I. 

Nepoznanice k i I odreduju se 

1) iz uvjetne jednadzbe: I 2 = r 2 (1 + k 2 ) i 

2) iz jos jedne jednadzbe, koju treba napisati prema onome sto 
je u zadatku zadano. 

(Ako je npr. u zadatku zadano da trazena tangenta mora biti 
usporedna s pravcem y = 3x — 5, druga jednadzba bi glasila 
k = 3, a ako bi trebala da bude okomita na taj pravac, druga 

jednadzba bi bila k = ^-)- 
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2. Koordinate diraliSta (*,, y x ) tangente 
mogu se odrediti na dva nafiina: 

1) Pomocu formula: 

kr 2 



I 



r 2 



u koje se za k i I uvrste vrijednosti izraCunate prema 1. 

2) rijese se zajedno jednadzba zadane kruznice i jednadzba tan- 
gente izracunate prema 1. Kao kontrola tacnosti rafiuna sluzi 
cinjenica da pri odredivanju x v odnosno y u izraz pod kori- 
jenom, tj diskriminanta D, mora biti nula. Druga koordinata 
diralista dobiva se uvrstenjem vrijednosti dobivene za x lf 
odnosno y t u jednadzbu tangente. 

3. Jednadzba normale u diralistu (x„ y t ): 

y—y\ = — l -(x — *i)> 

R 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente 
izracunate prema 1. 

4. Jednadzba polare: 

So* + VoV = r 2 * 
gdje su x 0 i y 0 koordinate pola. 

Rijesi li se sustav od jednadzbe polare i jednadzbe kruznice, do- 
biju se koordinate diralista tangenata na kruznicu iz pola P. Dalje 
se postupa kako je pokazano pod I A, pa se i na taj nacin mogu 
odrediti jednadzbe tangenata na kruznicu iz zadane tacke P izvan 
kruznice. 



II. Zadana kruznica ima srediste u tacki S (p, qj, pa njena jednadzba glasi: 

(x — p) 2 + (y — q) 2 = r 2 . 

A) Zadano je diraliste T 1 (x u y l ) tangente 

1. Jednadzba tangente: 

(a: — p) (x 1 — p) + (y — q) (y t — q) = r 2 . 

2. Jednadzba normale u diralistu (x u y x ) : 

y—y\ = — -(* — x x ), 

k 

gdje je fc koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente 
izracunate prema 1. 
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B) Diraliste tangente nije zadano 

1. Jednadzba tangente: 

y = kx + I. 
Nepoznanice k i Z odreduju se 

1) iz uvjetne jednadzbe: 

(— kp + q — I) 2 = r 2 (1 + k 2 ) i 

2) iz jos jedne jednadzbe, koju treba napisati prema onome sto 
je u zadatku zadano. 

2. Koordinate diralista (x,, y x ) tangente odreduju se 
tako da se zajedno rijese jednadzba zadane kruznice i jednadzba 
tangente izracunate prema 1. Kontrolu racuna i dr. (vidi pod I 
B 2, 2). 

3. Jednadzba normale u diralistu (x u y x ): 

y—y\ = — r(* v — 

R 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente 
izracunate prema 1. 

4. Jednadzba polar e: 

(* 0 — p) ( x — p) + (Vo — q) (y — q) = r2 > 

gdje su x 0 i T/ 0 koordinate pola. 

Rijesi li se sustav od jednadzbe polare i jednadzbe kruznice, dobiju 
se koordinate diraliSta tangenata iz pola P. Dalje se postupa kako je poka- 
zano pod II A, da se dobiju jednadzbe tangenata na kruznicu iz zadane 
tacke P izvan kruznice. 
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§ 9. ELIPSA 



1. DEFINICIJA ELIPSE. KONSTRUKCIJA ZARISTA I SAME ELIPSE 

Elipsa je geometrijsko mjesto tacaka u ravnini 
za koje je zbroj udaljenosti ilizbroj radij-vek- 
tora r, i r 2 od dvije cvrste tadke — zariSta (fokusa) 
F, i F„ stalan i jednak volikoj osi elipse 2a. 

Za svaku tacku elipse vrijedi dakle jednadzba: 

r, + r., = 2a (40) 

(vidi si. 98). 

Iz definicije elipse slijedi: 

1. Konstrukcija zarista elipse Fj i F. 2 i 

2. konstrukcija elipse same. 

ako su zadane obje osi elipse: velika 2a i mala 2b. 

c 




D 

SI. 98 



Uzmemo li u sestilo duzinu velike poluosi elipse a, pa opisemo iz 
gornjeg kraja C ili donjeg kraja D male osi elipse luk, presjeci ce taj 
luk veliku os AB u trazenim zaristima F l i F 2 , jer zbroj udaljenosti tafiaka 
C i D elipse od zarista F, i F 2 mora biti 2a, kao i za svaku drugu tacku 
elipse. 

Imajuci oba zarista elipse F, i F 2 , lako mozemo konstruirati koliko 
god hocemo tacaka elipse. Podijelimo li veliku os elipse AB = 2a u dva 
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odreska AK i KB po volji (vidi si. 9a) i opisemo li iz svakog zarista lukove 
polumjera AK i KB, sjeci ce se ti lukovi u tackama T„ T,, T 3 i T.„ koje 
pripadaju elipsi, jer je za svaku od tih tacaka 



r, + r, 



AK + KB = 2a. 



Na isti nacin konstruiraju se daljnje lacke elipse. 

EARNI I NUMERICKI EKSCENTRICITET ELIPSE 



c 



M 



N 









M 


< 








e o 


e 






P 




P 


N 



B 



D 

SI. 99 

Udaljenost zarista F x ili F 2 od sredista elipse O zove se 1 i n e a r n i 
ekscentricitet elipse i oznacuje se slovom e (vidi si. 99). 



Iz pravokutnog trokuta COF 1 slijedi po Pitagorinu poucku: 



e =]/cf — b 2 . 



(41) 



Kvocijent 



a 



linearni ekscentricitet 
velika poiuos 



zove se n u m e r i c k i 



ekscentricitet elipse i oznacuje se slovom t 

Prema tome s obzirom na (41) mozemo pisati: 



fa 



b- 



a 



(42) 



pri Cemu je uvijek: 



e < 1 za elipsu, 



(42a) 



jer je u lzrazu e 
teta, a je hipoten 



a 



brojnik e uvijek manji od nazivnika a (e je ka- 



b, elipsa prelazi u kru- 

= 0, 



Ako su obje poluosi elipse jednake, tj. a = 
znicu polumjera r = a = b, pa je prema (41) linearni ekscentricitet e 
a prema (42) numericki ekscentricitet 

0 za kruznicu. 

Tetiva MN ili M f N' povucena kroz zariste elipse F, ili F 2 okomito 
na veliku os AB zove se parametar elipse, a njegova se duzina 
oznacuje sa 2p. 



(43) 
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Iz pravokutnog trokuta F„ F, M (vidi si. 99) slijedi po Pitagorinu 
poucku, ako se uzme u obzir da je: 



Ft M + F 2 M = r t + r. 



V 



p + r 2 = 2a, pa je r 2 
(2a — p) 2 — (2e) 2 . 



F 2 M = 2a — p: 



Uvrstimo li ovamo formulu (41), te uredivsi tako dobivenu jednadzbu, 
rijesimo je po p, dobit cemo izraz za poluparametar elipse: 



P 



b 2 



a 



(44) 



3. JEDNAD2BE ELIPSE 



a) Sredisnja jednadzba elipse 



Uzmemo li takav koordinatni sustav da se os X podudara sa veli- 
kom osi elipse 2a, a os Y sa malom osi 2b (si. 100), dobit cemo prema (40) 
i (8) jednadzbu koja vrijedi za svaku tacku elipse T (x, y): 



Rv-f e?+y* + ]/(e - .v) 2 + y 



2 a. 



Ako drugi clan lijeve strane prenesemo na desnu 
ramo tako dobiveni izraz i uredimo, ponovno kvadriramo 
mulu (41), dobit cemo: 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 



stranu, kvadri- 
i uvrstimo for- 



(45) 



Toje sredisnja ili osna jednadzba elipse, koju mo- 
zemo takoder pisati i u drugim oblicima: 



1) Podijelimo li jednadzbu (45) s a 2 b 2 , dobijemo: 



o 

x- 



a 



+ 



,2 



b 2 



1. 



(45a) 




si. 100 



2) Rijesimo li jednadzbu (45) po y, dobit cemo sredisnju jednadzbu 
elipse u eksplicitnom obliku: 



y = ± 



O 

x-. 



(45b) 
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Primjer: 

Treba izraiunati osi, linearni i numeriCki ekscentricitet i parametar eliose 
4x l + 9y* = 25! 

4x* + 9iy* = 25 / : 25 



4x 2 9y i 
+ — = 1 



25 



25 



ili: 



x- y' 

- + - = 1. 

25 25 



4 



9 



Iz usporedenja dobivenog izraza s jednadibom (45a) slijedi 



25 



a 



a = -=2,5 



2a = 5 . 



6» = 



25 

~9~ 



5 

= — = 1,67, 
3 



, 10 

2b =— = 3,33 

3 



Prema (41): 



Prema (42): 




25 25 \\25 



11,18 



= 1,86. 



E ~ 



1,86 
2~J 



= 0,744 



(< 1). 



Prema (44): 



25 



P 



9 • 2,5 



= 1,11. 



2p = 2,22. 



Poseban slucaj: 



Ako je b> a, tj. ako je velika poluos elipse b, a mala a, zarista elipse 



leze na osi Y, pa je e = Vb- — a 2 7 £ 



P 



b 



a 



b 



Primjer. 



9x* + 4i/ f = 36 / : 36 



x* y' 

- + - = 1 
4 9 



a = 2; 



b = 3. 



e = ]/?^4 = |T5 = 2,24 

2,24 

e = = 0,75 



3 



4 

P= — = 1,33 

2p = 2,67 




(Vidi si. 101). 



SL 101 
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b) Vrsna jednadzba elipse 




SI. 102 



Izvrsimo li translaciju koordinatnog sustava XO'Y', prema kojem 
elipsa ima jednadzbu oblika (45): 



b J x 1 + cr y - = a" b~ 



u polozaj X O Y tako, da ishodiste koordinatnog sustava dode u lijevi 
vrh elipse (vidi si. 102), bit ce x = x — a, a y=y, te jednadzba elipse 
prima oblik: 



b 2 (x — a) 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 



ill 



b 2 x 



2 b 2 a x + a 2 b 2 + a 2 t/ 2 = a 2 b 2 



: a 



ili 



3' 



2 A" 



fc 2 



a kako je prema (44) poluparametar p 



b 



a 



, dobivamo: 



2/ 



2 p x 



P 



a 



(46) 



To je vrsna jednadzba elipse. 
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c) Jednadzba clipse kojoj je srediste u tacki S (p, q), a osi su usporedne 
s koordinatnim osima 




SI. 103 



Izvrsimo li translaciju elipse duz osi X za duzinu p, a isto tako i duz 
osi Y za duzinu q, glasit ce jednadzba elipse s obzirom na koordinatni 



sustav X'SY' 



x - 



a 



yl 



1, a s obzirom na koordinatni sustav XOY 



[vidi formule (5a) i si. 103]: 



0--P) 2 , (y 



a 



1 



(47) 



ili: 



b 2 (x — p) 2 + a 2 (y — q) 2 = a- b-. 



(47a) 



Tu su a i b poluosi elipse, a p i q koordinate .ijena sredista S. 

Izvedemo li operacije naznacene u formuli (47a), dobit cemo: 



b 2 ar + a 2 y 2 — 2 b 2 p x — 2 arq y + (b 2 p 2 + a 2 q 2 — a 2 b 2 ) = 0, 



a ako oznacimo: 



b= = A 



a 2 



C 



b 2 p = D 



a 2 q 



E 



b-p 2 + a 2 q 2 — a 2 b 2 = F 
primit ce jednadzba elipse prikazane na si. 103 oblik: 

Ax 2 + Cy 2 + 2Dx+2Ey + F=0. 



15 B. Apsen: RepetitoiiJ clcmenlarnc matematlkc 



225 



Ima li, dakle, jednadzba drugog stepena u x i y oblik (48), ona pre- 
clocuje gore prikazanu elipsu, ako su koeficijenti A i C istog predznaka (Vidi 
takoder § 12 ; 2). 




SI. 104 



Primjer: 

Treba narisati elipsu: 

9x 2 + 25y 2 — 36x + 300y + 711 = 0. 
Zadanu jednadibu elipse mozemo napisati i ovako: 

9(x 2 — 4x) + 25 (y= + 12y) = —711. 
Nadopunjavanje na potpune kvadrate izraza u zagradama daje: 

9(x- — 4x + 4) + 25 (y 2 + 12 y + 36) = —711 + 9-4 + 25-36 
ili: 9(x — 2)* + 25 (y + 6) 2 = 36 + 900 — 771 
ili: 9(x — 2) 2 + 25 (y + 6) 2 = 225/ : 225 

(* - 2)- (y + 6) 2 

25 9 

lz usporedenja s jednadibom (47) slijedi: 

a = 5; b = 3; p = 2; q = — 6. 
SI. 104 prikazuje zadanu elipsu. 



4. PRAVAC I ELIPSA 



a) Uvjetna jcdnadzba 

Kao i kod kruznice, pravac y = k x + I moze sjeci elipsu b 2 x 2 + 
+ a 2 y 2 = a 2 b 2 u dvjema tackama ili je dirati u jednoj tacki, tj. biti tan- 
gentom elipse, ili nemati s elipsom zajednickih tacaka. Prema tome ce 
pravac y = kx + I biti tangenta, ako rjesenja sustava 



b 2 x 2 + a 2 y 2 = orb 2 

■ 

y = kx + I 



i to 
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1 



k 2 a 2 + b 2 



(kla 2 ± ab \f k- d 1 + b 2 — I 2 ) 



1 



y 



k 2 a 2 + b 2 



: {b 2 l + kab ]/k 2 a 2 + b 



i 



(a) 



imaju diskriminantu koja je jednaka nuli. Stoga je: 



D = k 2 a 2 + b- — I 2 



0 



ili: 



l 2 = k 2 a 2 + b 2 



(b) 
(49) 

uvjetna jednadzba, da je pravac y = kx -\- I tangenta 
elipse b 2 x? + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

To znaci: pravac y = kx + I tangira elipsu b 2 x 2 + a 2 y' 2 = a 2 b 2 , ako 
koeficijent smjera k pravca i odsjecak I na osi y zadovoljavaju jednadzbu 
12 = k 2 a 2 + b-'. 

U torn slucaju daju jednadzbe (a) koordinate diralista Tj (x, y x ), koje 
s obzirom na (b) i (49) primaju oblik: 

a-, (49a) 



/ 



b^ 
i 



15 



")->-j 



Kao u slucaju kruznice pomocu uvjetne jednadzbe (49) odreduje se 
jednadzba tangente na elipsu u tim slucajevima, kad diraliste tangente 
nije zadano, pri cemu se koordinate diralista odreduju ili iz (49a) ili iz 
sustava jednadzbi, sto ga cine jednadzba trazene tangente i jednadzba 
zadane elipse. 

b) Jednadzbe tangente i normale povueenih u zadanoj tacki elipse 



Iz (49a) s 1 i j e d i: 



k 



/a'j b 2 x l 



n o 

a- a m v 



i 



i : 



pri cemu se drugi izraz za fc dobije iz prvog tako, da se u nj uvrsti 



yi 



Uvrstenje tih izraza u jednadzbu y = kx + I daje jednadzbu 
tangente u zadanoj tacki T x (x^yj elipse b 2 x 2 + cry 2 = a 2 b 2 : 

y = — — * + — 



ili: b-xxy + o. 2 yy y = a 2 b 2 , (50) 



pri cemu je: 



crx 



(50a) 

1 

koeficijent smjera te tangente. 

Normala elipse je okomita na tangenti u diralistu T t (x,, y t ). Dakle 
prema (22) i (50a) njezin ce koeficijent smjera biti: 

b 2 x x 

a jednadzba normale u tacki T, (x If y x ) elipse b 2 x 2 + 

t- cry- = cro- prema (19) ce glasiti: 

^i=Tfr( x — ' Y i)* (51) 

0 x i 

c) Konstrukcija tangente u zadanoj tacki elipse 

Tangentu u zadanoj tacki T { elipse mozemo konstruirati na dva 
nacina: 

1. nacin. Uvrstimo li u (50) y = 0, dobit cemo x = — , a to je od- 

■ v i 

sjecak na osi X. koji cini tangenta povueena u tacki 2\ (x„ y x ) elipse. 



U taj izraz za odsjecak ne ulazi niti ordinata y { diralista T {1 niti mala 
poluos b elipse, pa je taj odsjecak isti za sva diralista iste apscise cr, 
i to za sve elipse zadane velike poluosi a, dakle i za kruznicu polumjera 
a, jer je kruznica poseban slucaj elipse, kojoj su obje poluosi jednake. 
Konstruiramo li u tacki T\ kruznice polumjera a tangentu (vidi si. 106), 
sjeci ce ta tangenta os X u tacki M. Spojnica tacke M i zadanog diralista 
Tj jest trazena tangenta elipse. 

2. nacin. Konstrukcija tangente osniva se na njenom svojstvu da 
raspolavlja vanjski kut radij-vektora povucenih u diraliste, tj. 

<F x T x M = <iMT x M' (vidi si. 106). 




SI. 106 



Primjer: 

Treba napisati jednadzbe tangente i nonnale u tacki T, 



24 



elipse 



x- 



36 



+ 



+ — - 1 
25 







a 1 = 


= 36; 


Prema (50); 

25- 


24 
5 


x — 36 


• 3 • y = 




lOx 


-9y- 


75 -~ 0, 


a u eksplicitnom obliku: 


y 


10 

~~9 X ~ 


75 
9 


ili: 


v = 


= 1,11a: - 


- 8,33. 



b- = 25 



trazene jednadzbe 
tangente. 



Prema (51): 



y + 3 



9 

To 



x 



24 
5 



a odatle: 



y = — 0,9x 4- l t 32 



jednadzba normale 



ili u opcem obliku: 



9x + 10y — 13,2 = 0. 



d) Jednadzbe tangenata povucenih iz zadane tacke izvan elipse 

Jednadzbe tangenata povucenih iz ta£ke P (ar 0 , y 0 ) na elipsu 

a 2 b 2 dobiju se slicno kao kod kruznice. 



b*x* + a*y 2 




P(x 0 ,yj 



Qlx'.y'J 
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1. nacin. Koeficijenti smjera k, i k. 2 i odsjecci ^ i l 2 na osi Y trazenih 
tangenata y = k x x + ij i i/ = k 2 .r + L su rjesenja sustava jednadzbi: 



Vo 



kx 0 + I 



O O I to 



(52) 



u kome je druga jednadzba uvjetna (49), a x 0 i y Q su koordinate pola P 
(vidi si. 107). 



2. nacin. Napise se jednadzba polare, koja za elipsu glasi: 



b 2 x 0 x 



(53) 



pa se odreduju koordinate diralista T x (x,, y x ) i T 2 (x 2 , t/ 2 ) xz sustava sto ga 
cine jednadzbe polare i elipse: 



b 2 x 0 x + a 2 y 0 y = a 2 b 2 , 
b 2 x2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 



(54) 



Uvrstenje tako odredenih koordinata diralista u jednadzbu tangente (50) 
daje trazene jednadzbe tangenata. 



Primjer: 

Treba napisati jednadzbe tangenata povucenih na elipsu 9x 2 + 25y 2 = 225 iz 
tacke P (3; 7,4) i odrediti koordinate diraliSta tih tangenata (vidi si. 108). 

1. nafcin. Kako je 225 = 25 . 9 = a 2 b 2 , slijedi a 2 = 25; b* = 9. 
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Prema (52): 

7,4 = 3k +1, 
1* = 25k ! + 9. 

Iz prve jednadzbe slijcdi: 

I = — 3k + 7,4. (a) 
UvrStenje u drugu jednadzbu daje: 

9k s — 44,4k + 54,76 = 9 + 25k ! , 
ili: 16k* + 44,4k — 45,76 = 0, 

ili: 4k* + 11,1k — 11,44 = 0. 



Odatle je: 



11,1 ±\ 123,21 + 183,04 

1.- g 



ili: k } 2 = 



11,1 ± 17,5 



Dakle: 



fc t = 0,8; k. = — 3,575. 



Prema (a): l x = 5: t. = 18,125. 

UvrStenje tih vrijednosti u y = kx + I daje: 

V — 0,8x + 5 < w 

£ i trazene jednadzbe 

y = — 3,575x -r 18,125 tangenata. 

Da bismo odredili koordinate diralista T x (z lf y t ) i T 2 (x 2 , y 2 ) tangenata, primje 
njujemo formule (49a). U tu svrhu uvrstimo u te formule: 

za tangentu: y = 0,8x + 5: 

k = 0,8; I = 5; 

o= = 25, b s = 9; 
za tangentu: y =— 3,575x + 18,125: 

fc = —3,575; I = 18,125; 



a* = 25, b s = 9. 



Dobivamo: 



za prvu tangentu: *i = — 4 



9 

* 

5 * 



za drugu tangentu: xj 



143 
29 



72 
145 
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/ 9\ /I43 72 \ 

DiraliSta tangenata: T t 1-4, —J ; r,f— I. 



Do istih rezultata dolazimo rjeSavajudi zajedno jednadzbu zadane elipse i jed 
nadfbe izraCunatih tangenata. 

(Vidi si. 108, na kojoj je taj primjer rijeSen grafitki.) 



2. nafin: 



27x + 1851/ = 225 
Prema (54): . , 

9x* + 25y* = 225. 



Iz 1. jednadzbe imamo: 



x = 1 (- 1 85.y + 225) = ^ (— 37y + 45). (a) 



UvrStenje u drugu jednadzbu daje: 



25 

— (— 37y + 45)* + 25y J = 225. 
8 1 



Odatle: 



1369y ! — 3330y + 2025 + 81y ! — 1296 =- 0 



ili : 725y= — 1665y + 648 = 0. 



Odatle: 



1665 i ^893025 1665 ± 945 

y i j = = 

1450 1450 
9 72 



.vi =— ; y 2 



5 145 



UvrStenje u (a) daje: 



x, = — 4; Xj = 



143 

29~ 



DiraliSta su dakle: T, ^—4, T 



143 72 



11 29 '145 



UvrStenje koordinata diralista u jednadzbu (50) daje: 



4 J — 5y + 25 = 0 
143x + 40y — 725 = 0 



trazene jednadzbe 
tangenata. 
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e) Konstrukcija tangenata povucenih iz zadane tacke izvan elipse 

Slika 108 na kojoj je isti primjer rijesen graficki, prikazuje kako 
se konstruiraju tangente povucene na elipsu iz zadane tacke (3, 7,4). 




SI. 108 



Lukovi kruznica povucenih iz tacke P polumjera r = PF X i iz zari- 
sta F 2 polumjera r = 2a sijeku se u suprotistima S t i S 2 . Spojnice zarista 
F 2 sa suprotistima sijeku elipsu u trazenim diralistima T x i T 2 . 



5. SVOJSTVA POLARE. KONJUGIRANI PROMJERI ELIPSE. KONSTRUKCIJA 
ELIPSE IZ ZADANOG PARA KONJUGIRANIH PROMJERA 



Pravac PO, koji spaja pol P (x 0 , y 0 ) sa sredistem elipse O (0, 0) (vidi 
si. 107) ima prema (20) jednadzbu: 

y=^-x (55) 

Uzmemo li na torn pravcu PO neku ta£ku po volji Q (x\ y'), glasit 
ce za taj pol Q jednadzba polare q prema (53). 

-X x + a~y y = a-o- 

ili u eksplicitnom obliku: 

6 2 a-' b 2 



y = x 

2 ' 



(b) 



a-y v 



233 



a kako je tafika Q (a:', y) na pravcu PO, bit ce prema (55) 



y 



ili: 



y 



x 



x 0 



yo 



Uvrstenje tog izraza u (b) daje: 



t 



b 2 x 0 , b* 
— — x H 

a 2 y 0 y f 



pa je koeficijent smjera polare za pol Q k 



b 2 x 0 
a 2 y 0 



Kako se vidi iz (53), isti koeficijent smjera k ima polara za pol 
P ( x o> 2/o)» tj- °bje polare p i q su usporedne. 

Iz toga slijedi da ce polare svih ta£aka na pravcu PO biti uspo- 
redni pravci. 

Od svih tih polara prolazi jedna i to MN = d 2 sredistem O elipse. 
Promjeri RS = d { i MN = d 2 zovu se konjugirani promjeri ili 
konjugirani dijametri elipse. Polare za polove R i S bit ce 
tangente elipse u tim tackama; one su kao i sve polare za tacke na PO 
usporedne sa do. 

Jednadzbu promjera d x imali smo vec pod (55). 

Jednadzbu drugog konjugiranog promjera d 2 dobivamo iz jednadzbe 
polare (53), ako izostavimo clan a 2 b 2 , jer d 2 prolazi ishodistem, 



b 2 x 0 x + ary 0 y = 0. 



(56) 



Na slican nacin moze se pokazati da ce polare za sve polove na d 2 
i tangente elipse u krajnjim tackama M i N tog promjera biti usporedne 
s promjerom d t (vidi si. 107). 

Iz toga slijedi konstrukcija elipse iz zadanog para 
konjugiranih promjera MN i RS. 




SI. 109 
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Buduci da smo konstruirali tangentni paralelogram, podjelimo u jed- 
naki broj jednakih dijelova, npr. 4, obje polovine jedne stranice tog para- 
lelograma i polovinu OR promjera elipse. Presjecista spojnica Ml i NV 
M2 i N2\ M3 i N3\ a takoder M3' i N4, i M2' i JV5, Ml' i N6 daiu redne 
tacke elipse I, II, III, IV, V i VI. 

Tacke donje polovine elipse dobiju se iz vec odredenih tacaka gornje 
polovine na temelju njihovog simetricnog polozaja s obzirom na srediste 
O elipse. 

6. APOLONIJEVI TEOREMI 



£' 




G* 
SI. 110 



1. Zbroj kvadrata dvaju konjugiranih poludija- 
metara elipse konstantna je velicina i jednaka zbro- 
ju kvadrata njenih poluosi,tj.: 

a'2 4- b' 2 = a 2 + b 2 f 
gdje su a i b' konjugirani poludijametri, a i b poluosi elipse (vidi si. 110). 

2. Plostina paralelogram a, koji odreduju dva 
kon jugirana poludi jametra elipse, jednaka je plo- 
stini pravokutnika nad poluosima krivulje, dakle 
je konstantna, tj.: 

ab' sin co' = ab. 

Kako je tangenta na kraju dijametra usporedna s konjugiranim dijame- 
trom, moze se taj teorem izraziti u drugom obliku: plostina opisa- 
nog paralelogram a, kojemu su stranice usporedne 
s konjugiranim dijametrima elipse, jednaka je plo- 
stini opisanog pravokutnika, kojemu su stranice 
usporedne s osima elipse, tj.: 

pi £' F' G' H' = pi EFGH. (Vidi si. 110). 
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7 PRIBLIZNA KONSTRUKCIJA ELIPSE. POLUMJERI ZAKRIVLJENOSTI ELIPSE 
U VRHOVIMA. PLOSTINA ELIPSE 



i 



0, 




/ 



I 



I 



I 



I 



r 



I 



I 



I 



! 



J 

/ 



/ 



/ 



SI. Ill 



Priblizna konstrukcija elipse, za koju su poznate obje poluosi a i 
b, sastoji se u tome da se lukovi elipse u vrhovima A> B, C i D (si. Ill) 
zamjenjuju lukovima kruznica zakrivljenosti, koje pripadaju vrhovima 
elipse. Ti lukovi se medusobno spajaju u elipsu pomocu krivuljara. 

Postupak. 

Nanasaju se sva cetiri vrha elipse A, B, C i D } pa se konstruira 
pravokutnik OAKC s dijagonalom CA, na koju se povuce okomica iz tac- 
ke K. Ta okomica sijece osi elipse u tackama O, i 0 3 , a to su sredista 
zakrivljenosti za vrhove A i C, dok su O t A i 0 ; ,C pripadni polumjeri 
zakrivljenosti. Iza toga se kroz vrhove elipse vuku lukovi kruznica iz 
O i i O a s polumjerom 0,A, a iz 0 ; , i 0 4 s polumjerom O a C. 
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Moze se pokazali da su polumjeri zakrivljenosti u vrhovima eiipse 

a 



0,C = 0,D 



a 



(57) 



b 



Na kraju navedimo jos formulu za plpstinu eiipse 

P = abn. 



(57a) 



8. POPIS FORMULA I UPUTE ZA RJESAVANJE ZADATAKA U VEZI S ELIPSOM 

Zadana elipsa ima srediste u ishodistu {0,0), te 
njena jednadzba glasi: 

-x- + a-y- = a-fc>- 



ili: 



o 

.V 



a 



b 2 



I 



A. Zadano je diraliste T, (x 1? y x ) tangent e. 
1. Jednadzba tangente: 



b 2 xx i + fl 2 l/i/i 1 
2. Jednadzba normale: 



a-o-. 



1 



y—yi 



*l)> 



gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente iz- 
racunate prema 1. 

B. Diraliste tangente nije zadano. 

1. Jednadzba tangente: 

y = kx + I. 
Nepoznanice k i I odrede se 

1) iz uvjetne jednadzbe: I- = k 2 a 2 + b 2 i 

2) iz jos jedne jednadzbe, koju treba napisati prema onome, sta 
je u zadatku zadano. 

2. Koordinate (x u y,)diralista tangente 
mogu se odrediti na dva nacina 



1) pomocu formula, 



ka 



x 



I 



yi 



b 2 

7 



u koje se za k i I uvrste vrijednosti izracunate prema 1. 
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2) rije§e se zajedno jednadzba zadane elipse i jednadzbe tan- 
gente izracunate prema 1. Kontrola racuna diskriminanta 
D = 0 

3. Jednadzba normale u d i r a 1 i s t u (x u y x ) 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzeti iz jednadzbe tangente 
izracunate prema 1. 

4. Jednadzba polare 

b 2 x 0 x + a 2 7/ 0 T/ = a 2 b 2 , 

gdje su x 0 i y Q koordinate pola. 

Rijesi li se sustav od jednadzbe polare i jednadzbe elipse, dobiju se 
koordinate diralista tangenata iz pola P. Dalje se postupa, kako je poka- 
zano pod A, pa se i na taj nacin mogu odrediti jednadzbe tangenata na 
elipsu iz zadane tacke P izvan elipse. 
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§ 10. HIPERBOLA 

1. DEFINICIJA HIPERBOLE. LINEARNI I NUMERlCKI EKSCENTRICITET 



Hiperbola je geometrijsko mjesto tacaka, z a 
koje je razlika udaljenosti (razlika radija vektora 
r x i r. 2 ) o d d v i j e cvrste tacke (z a r i s t a F l i F 2 ) s 1 a 1 n a i 
jednaka glavnoj ili realnoj osi hiperbole2a. 



Za svaku tacku hiperbole vrijedi dakle jednadzba: 



r, — r, = 2 a. (58) 



(Vidi si. 112). 



Druga os hiperbole 2b zove se sporedna ili imaginarna, jer hi- 
perbola ne sijeCe tu os; duzina te osi odredena je prema slici 112 izrazom: 



b = V e 2 — a 2 . 



Odatle slijedi linearni ekscentricitet hiperbole: 



Va 2 + b 2 , (59) 



i njen numerif ki ekscentricitet: 



e ]fa 2 + b 2 



a a 



(60) 



pri 6emu je: 



e>1 za hiperbolu, (61) 



jer je e hipotenuza pravokutnog trokuta AOC s katetama a i b (vidi si. 112). 
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2. KONSTRUKCIJA 2ARISTA HIPERBOLE I HIPERBOLE SAME. PARAMETAR 
HIPERBOLE 

Iz definicije hiperbole i njezina ekscentriciteta slijedi konstrukcija 
fokusa i krivulje same iz zadanih osi hiperbole 2 a i 2 b. 




SI. 112 

U pravokutnom je trokutu AOC po Pitagorinu poucku hipotenuza 

AC = /a 2 + b 2 , a to je e prema (59). Uzmemo li, dakle, u sestilo duzinu 
AC = e, pa nanesemo li je nadesno i nalijevo od tacke O, dobit cemo oba 
zarista hiperbole F x i F 2 (vidi si. 112). 

Kako za svaku tacku hiperbole vrijedi jednakost r 2 — r x = 2a, dobit 
cemo tacke hiperbole tako da iz zarista F x i F 2 opisemo lukove nekog polu- 
mjera BK > 2 a i AK. Presjecista T u T 2 , T 3 i T 4 tih lukova su tacke hiper- 

2 a. Na isti nacin mozemo dobiti koliko 



i 



bole, jer je BK — AK = r, 
god hocemo tacaka hiperbole. 

Polutetiva povucena kroz zariste hiperbole F x ili F 2 okomito na nje- 
nu glavnu os jest parametar hiperbole, cija se duljina oznacuje s p (vidi 
si. 112. 



2 e 



Uzevs i u obzir da je u pravokutnom trokutu F 2 F x D kateta F 2 F x 



2 a, dok je D F x = r 



i 



2 V a 2 + b 2 prema (59), a hipotenuza F 2 D r 2 
svaku tacku hiperbole r 2 — r x 
za parametar p hiperbole: 

b 2 

P 



p + 2 a, jer je za 
p, dobivamo izraz 



a 



(62) 



jer je prema Pitagorinu poucku: 



(p + 2 a) 2 = p 2 + (2 / a 2 + b 2 ) 2 
ili 4 ap + 4 a 2 = 4 a 2 + 4 b 2 . odn. ap = b 2 pa je p 



6 2 



a 
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3. JEDNAD2BA HIPERBOLE 



a) Sredisnja jednadzba hiperbole 

S obzirom na koordinatni sustav kojemu se osi X i Y podudaraju s 
osima 2 a i 2 b hiperbole (vidi si. 112), dobivamo na nacin koji je slican 
onome kod elipse sredisnju jednadzbu hiperbole u obliku : 



b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 (63) 



ill: 



2 2 

* y 

or o- 




Sl. 113 



ili u eksplicitnom obliku : 



y 



+ 



Ayx2_ fl 2 (63b) 



16 B. Apsen: RepetitoriJ elementarne matematike 
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Ima li jednadzba hiperbole oblik: 



a 2 b 2 



1, 



(64) 



tada je a njena sporedna, a b glavna p o 1 u o s (vidi si. 113) 



Hiperbole: 



.2 



y 



a 



b 2 



1 



l 



_ + y 

a 2 



b 2 



1 



zovu se konjugirane. 

Poseban slucaj. Istostrana hiperbola. Hiperbola s jedna- 
kim osima zove se istostrana. Uvrstimo li, dakle, u jednadzbu (63a) 
b = a, dobit cemo jednadzbu istostrane hiperbole: 



.V 



,2 



1 



a 



a 



ili: 



y 



a- 



(65) 



ili za: 



a 



1 



y 



i. 



(65a) 



Pazi! Sredisnja jednadzba kruznice polumjera r = 1 glasi: 



x 2 + y 2 



1. 




B 
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b) Vrsna jednadzba hiperbole 

Izvrsimo li translaciju koordinatnog sustava X'O'Y' (vidi si. 114), 
s obzirom na koji hiperbola ima jednadzbu b 2 x' 2 — a 2 y' z = a 2 b 8 , u polo- 
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zaj XOY tako, da ishodiste koordinatnog sustava dode u desni vrh hiper- 
bole, dobit demo na na£in koji je opisan kod elipse (vidi § 9, 3,b) i s obzi- 
rom na formulu (62) vrSnu jednadzbu hiperbole: 



y = 2p x + A x 2 . (66) 



4. PRAYAC I HIPERBOLA 



a) Asimptote hiperbole i njihova konstrukcija 



Do asimptota hiperbole dolazimo tako da potrazimo koordinate pre 
sjeciSta pravca y = kx } koji prolazi ishodiStem, s hiperbolom b 2 x 2 - 
= a 2 b 2 , tj. rijesimo sustav jednadzbi: 



a-y 2 



y = kx 



b z x 2 



a*y* 



a-o 



Dobivamo: 



+ ab 



+ abk 



y b 2 — kw 



\l b 2 — JfeV 



Ako je izraz pod korijenom b 2 — kra 2 > 
hiperbolu u dvije taSke koje leze simetricno s 
b 2 — Jc 2 a 2 < 0, x i y su imaginarni, pa pravac 
osobito zanima sludaj kad je: 



0, pravac y = kx sijece 
obzirom na ishodiste; za 
hiperbolu ne sjece. Nas 



b 2 



k 2 a 2 = 0 



(a) 



Tada je x = ±°° i y =± co , tj. pravac ima s hiperbolom dvije zajed- 
ni£ke tadke u beskonainosti. 



Iz (a) slijedi: 



k 



+ 



b 



(67) 



a 



y 



Uvrstimo li taj izraz za koeficijent smjera k u jednadzbu pravca 
kx, dobit demo jednadzbe dvaju pravaca: 



y 



b 



y 



x 



(68) 



Tosu jednadzbe asimptota hiperbole, a jednadzba (67) 
daje njihove koeficijente smjera. 



16* 
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Nacinimo li razliku izmedu ordinate asimptote y a = — x i pri- 

a 

padne ordinate hiperbole y h = — )/y 2 — a 2 i to tako da naCinimo raz- 

a 

liku kvadrata tih jednadzbi, i uzmemo li u obzir da je y 2 a — y 2 h = 
= (Va — yi,) (Va + Vh), dobit cemo za tacke prvog kvadranta izraz: 

}'a — yh = ; 

y a + yh 

koji kazuje da je razlika y a — yh uvijek pozitivna i da pada i tezi k nuli 
kad nazivnik y a + y h raste, a to znaci da promatrani luk hiperbole leii 
uvijek ispod asimptote, kojoj se priblizava sve vise i vise, pa je dira u 
beskonacnosti. Asimptote su dakle tangente na hiper- 
bolu u beskonacno dalekoj tacki. Do sliCnih zakljuCaka do- 
lazimo promatrajuci odnos asimptota i hiperbole u drugim kvadrantima. 




SI. 115 



Iz jednadzbi asimptota slijedi neposredno njihova konstruk- 
c 1 j a, ako su poznate obje osi 2a i 2b hiperbole. Konstruiramo li pravo- 
kutnik sa stranicama 2a i 2b, kako to pokazuje slika 115, bit ce produzene 
dijagonale tog pravokutnika bas asimptote zadane hiperbole, jer iz pravo- 
kutnih trokuta OAA x i OBB 1 slijedi: 



tg a 



b 



a 



tg a 2 = tg (180° — Ql ) = — tg Ql 

a to su prema (67) koeficijenti smjera asimptota. 



b 
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Primjedba 1. 

Priblizna slika hiperbole rise se tako da se u kutove asimptota kon- 
struiranih na gore opisan nacin prostorucno urisu obje grane krivulje. 

Primjedba 2. 

Iz pravokutnog trokuta OAA x (vidi si. 115) slijedi: OA t = V a 2 + b 2 , 
a to je e prema (59). Drugim rijecima, poludijagonala pravokutnika jed- 
naka je linearnom ekscentricitetu hiperbole. Odatle slijedi konstruk- 
cija zarista F x i F 2 hiperbole, koja je prikazana na slici 115. 



Primjedba 3. 

Za istostranu 
oblik kvadrata, jer 
prema (68) glase: y 
natnog sustava. 



hiperbolu pravokutnik predocen na slici 115 prima 
je b = a, a jednadzbe asimptota istostrane hiperbole 
x i y = — x. To su raspolovnice kvadranata koordi- 



Primjer: 

Treba izradunati osi, linearni i numerifcki ekscentricitet 
9i s — Ay 1 — 9, napisati jednadzbe njenih asimptota i izracunati 
zatvaraju s osi + X. 

9x= — 4t/ s = 9 / : 9 



i parametar hiperbole 
kutove koje asimptote 



y- = 1 



ili: 



1 



y 

9 



1. 



odatle: 



a'=- l; 



a = 1 ; 2a = 2. 



6 ! = 



9 
4 



3 

b = — ; 2b = 3. 
2 



Prema (59): e = |/ 1 + - = 




9 1TT3 3,61 



= 1,80 



Prema (60): e 



1,80 



= 1,80 C > 1). 



Prema (62): P 



1 



4 ' 



2P 



2 



Prema (68) dobivamo jednadibe asimptota: 



I. 



3 
2 



II. 



3 

x 

2 
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Koeficijent smjera asimptote I: 



3 



tg «i = - = 1.5 

log tg a t = 0,17609 = 10,17609 — 10 

a, = 56° 18' 35". 



Koeficijent smjera asimptote II 



tga 



3 



2 



1,5 



a 



180° — a x = 180° — 56° 18' 35 



123° 41' 25 



b) Jednadzbe tangente, normale i polare, povucenih u zadanoj tacki 
hiperbole 

Na naCin koji je opisan kod kruznice i elipse dobiva se 
1) uvjetna jednadzba: 



(69) 



kojoj moraju zadovoljavati koeficijent smjera k i odsjecak I na osi Y 
pravca y — kx + Z, da taj pravac bude tangenta hiperbole b 2 i? — a 2 y 2 = 
= a 2 b 2 , a koordinate diralista tangente odrede se iz formula 



Xl 



3'i 



kar 
I 

b 2 

■ 

/ 



(69a) 



2) jednadzba tangente u tadki T x (x u hiperbole 



b 2 x 2 — a 2 y" = a 2 b 



b 2 xx { 



a 2 b 2 



(70) 



ili u eksplicitnom obliku: 



b 2 Xl b- 
y = 'x 



a 2 yi 



pa je: 



k 



6 2 x 1 
a 2 y x 



koeficijent smjera tangente; 



(71) 



3) jednadzba normale u istoj tadki Tj (x v y t ) h i- 
perbole : 



y — yi 



b z x x 



{x — X,), 



(72) 
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4) jednadzba polar e. 



b 2 x 0 x — a 2 y 0 y = a 2 b 2 , 



(73) 



gdje su x 0 i y 0 koordinate pola P. 

Usporedimo li jednadzbe koje smo napisali za hiperbolu s pripad- 
nim jednadzbama elipse, opazamo da se te jednadzbe razlikuju samo u 
predznaku jednog Clana. 



c) Konstrukcija tangente u zadanoj tacki hiperbole 

Konstrukcija tangente u zadanoj ta£ki T, hiperbole osniva se na nje- 
nom svojstvu da raspolavlja nutarnji kut, koji cine r a- 
dij-vektori povuceni u diraliste. (Vidi dalje primjer 
1. i si. 116, na kojoj je prikazana konstrukcija tangente). 



d) Jednadzbe tangenata povucenih iz zadane tacke izvan hiperbole 

Kao i kod elipse, jednadzbe tangenata povucenih na hiperbolu 
b 2 x 2 — or y 2 = a 2 b 2 iz zadane tacke P (x 0 , t/ 0 ) mozemo napisati na dva na- 
cina, i to pomocu uvjetne jednadzbe ili pomocu jednadzbe polare. 

(Vidi dalje primjer 2. i si. 117, na kojoj je takoder prikazana kon- 
strukcija tih tangenata). 



Primjer 1: 

Treba napisati jednadzbe tangente i normale povucene na hiperbolu 

20 

25x s — 9y- = 225 u ta5ki T, (5, — — ) hiperbole (si. 116). 

25X 1 — 9y s = 225. 

Kako je 25 - 9 = 225, slijedi s obzirom na (63) 



b 2 = 25; 



a 2 = 9 



Prema (70): 



20 . 
25-5x + 9-—y = 225/: 5 



Ui: 



Ui: 



25x + Uy — 45 = 0 

25 45 

= -r 2 * + r 2 



V 



2,08a: + 3,75. 



traiene 
jednadibe 
tangente. 
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SI. 116 



Prema (72): 



20 9-20 , 

y + — = + (x — 5) 



3 



3-255 



20 12 12 

v -I = — x 

3 25 5 



ili: 



12 

v = — x 
y 25 



136 

71 



ili: 



ili: 



V = 0,48i — 9,07 



36i — 75y — 680 = 0. 



traiene jednadibe 
normale. 



(Vidi si. 116, u kojoj je isti primjer rijesen grafifki.) 
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Primjer 2. 

Treba napisati jednadzbe tangenata povuCenih na hiperbolu i* — y e =64 iz 

28 

tafke P (12, — ) i odrediti koordinate diraliSta tih tangenata (vidi si. 110)! 



3 



X s — y ! = 64 / : 64 



64 64 



1 



a = b = )/64~= 8 



istostrana hiperbola 



1. naCin: 



a prema (69): 



Tangenta y = kx + I prolazi ta&kom P, dakle 



28 

T 



= 12* + /, 



l» = 64k* — 64. 



Iz tog sustava jednadzbi odredimo k i 1 



Iz 1. jednadibe slijedi: 



12* + 



28 

T 



(a) 



UvrStenje u 2. jednadzbu daje: 



144k 2 — 224k + 



784 



= 64Ar -64 



ili: 



1360 

80k* — 224k + —— = 0/: 80 



14 17 

k 2 k -, — = 0. 



5 



9 



Odatle: 



= T ± 





17 




9 


1/441 - 


425 



15 



7 4 

T ± T7 



5 



3 



17 
15 



Prema (a): 



32 
T 



64 
15 
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Uvr§tenje u y =* kx + I daje: 



5 

v = — x 
y 3 



32 
3 



17 64 

y = — x 



15 



15 



ili u implicitnom obliku: 

5x 



3y — 32 = 0 



17x — 15v — 64 = 0. 



traiene jednadibe 
tangenata. 



Koordinate diraliSta Tj (x u y,) i T 2 (x 2 , y 2 ) tangenata dobivamo po- 
mocu formula (69a). U tu svrhu uvrstimo: 



za tangentu t t : 



a 2 



17 
15 



64, 



64 
15' 

b 2 = 64 



za tangentu t 2 : 



5 



3 



32 
3 



Dobivamo: 



a 



za tangentu t, : 
za tangentu t 2 : 



64, 



b 



64. 



x 



i 



X 



17, 
10, 



15; 



y 2 = 6. 



Diralista tangenata: T) (17, 15) i T 2 (10,6). 

(Vidi si. 117 na kojoj je taj primjer prikazan grafiCki., 

2. naCin. 

Napisavsi prema (73) jednadzbu polare, dobivamo sustav jednadibi 
za odredivanje koordinata dirabSta: 



ili: 



x 2 — y 



64 



64 • 12 x 



28 

64 y 



64 • 64 



3 



x 



\2x 



y 

28 
3 



64 



i/ = 64. 
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Iz 2. jednadzbe slijedi: 



7 16 

x = —y + 



9 3 



a uvrStenje u 1. jednadzbu daje: 



49 „ 224 256 , _ 
— .y- H >H y = 64 

81 27 9 

.,. 32 2 ■ 224 320 ft / 

ill : r -l .y = o/- 

81 27 9 ' 

y 2 — 2\y + 90 = 0. 



8T 

32 




SI. 117 



Odatle : 



JVl.2 



2 




441 
4 



Vl>2 



11 + 1 
2 ~ 2 



2/i 



15; 



2/2 = 6 



90 



17; 



x 



10 



Dakle su diralista tangenata: T, (17, 15) i T 2 (10, 6). 

UvrStenje koordinata diralista i a 2 = b 2 = 64 u formulu (70) daje 

64 . 17 x _ 64 • 15 y = 64 • 64 

64 • 10 x — 64 ■ 6 y = 64 ■ 64 
ili: 17x — 15t/ — 64 = 0 . . . t, 



5 x 



3 7/ — 32 = 0 ... t 



trazene jednadzbe 
tangenata. 



(Vidi si. 117.) 



e) Konstrukcija tangenata povufenih iz tacke izvan hiperbole 

Slika 117, na kojoj je primjer 2 rijesen grafifikd, prikazuje tu kon- 
strukciju. 

Lukovi kruznica povu£enih iz P polumjerom r = PF t i iz 2ari§ta F 2 
polumjerom r = 2 a sijeku se u suprotistima S t i S 2 . Spojnice 5ari§ta F 2 
sa suprotistima sijeku hiperbolu u diralistima Tj i T 2 trazenih tangenata. 



5. JEDNADZBA istostrane hiperbole s obzirom na koordinatni 
SUSTAV, CUE se osi podudaraju s asimptotama hiperbole 



Jednadzba istostrane hiperbole s obzirom na koordinatni sustav 
X'OY' prema (65) glasi: 

X '2 y'2 = a Z ^ 

Okrenimo koordinatni sustav X'OY' oko ishodi§ta O za kut a = 45° 
u polozaj X O Y, tj. tako da se koordinatne osi poklope s asimptotama 
hiperbole (vidi si. 118). 



Prema (6) imamo tada: 



x 



x ■ cos (— 45°) — y • sin (— 45°) 



n. 



2 



y 



Uvrstimo u (a): 



x ■ sin (— 45°) + y ■ cos ( — 45°) 



n 



2 



1 



2 



1 



2 



(- x + yf 



a 



Odatle dobivamo trazenu jednadzbu hiperbole: 



xy 



a 



ili: 



2 



y 



a 



1 



2 



(74) 
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6. POPIS FORMULA I UPUTE ZA RJESAVANJE ZADATAKA U VEZI 
S HIPERBOLOM 



Zadana hiperbola ima srediste u ishodistu (0,0), 
te njena jednadzba glasi: 

b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 



a 2 6 2 




SI. 118 



Zadano je diralilte T, (x„ y t ) t a n g e n t e. 

1. Jednadzba tangente: 

b 2 xx t — a 2 yyi = a 2 b 2 . 

2. Jednadzba normale: 

y — Vi = — — 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente 
izracunate prema 1. 

D i r a 1 i § t e tangente nije zadano. 
1. Jednadzba tangente: y = kx+l. 

Nepoznanice k i I odrede se 
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1) iz uvjetne jednadibe: Z* = k 8 a* — b* i 

2) iz jo§ jedne jednadzbe, koju treba napisati prems 
u zadatku zadano. 

2. Koordinate (x„ y x ) diraliSta tangente 
mogu se odrediti na dva nacina 

1) pomodu formula: 

ka* 



b 2 

y-- T . 

u koje se za k i I uvrste vrijednosti izra£unate prema 1. 

2) rije§e se zajedno jednadzba zadane hiperbole i jednadzba za- 
dane tangente izrafiunate prema 1. Kontrola raCuna: diskri- 
minanta D = 0. 

3. Jednadzba normale u diralistu T A (x lf y x ); 

y — Vx = (x — x t ), 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente 
izracunate prema 1. 

4. Jednadzba polare: 

b 2 XoX — a 2 y Q y = a 2 b*, 

gdje su x 0 i y 0 koordinate pola. 

Rijesi li se sustav od jednadzbe polare i jednadzbe hiperbole, dobiju 
koordinate diraliSta tangenata na hiperbolu iz pola P. Dalje se postupa 
ako je pokazano pod A, pa se i na taj nacin mogu odrediti jednadzbe 
angenata na hiperbolu iz zadane taCke P izvan hiperbole. 

C. Jednadzbe asimptota: 

b b 

y = — x ; y = x. 

a 
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§ 11. PARABOLA 



L DEFINICIJA I KONSTRUKCIJA PARABOLE. NJEN PARAMETAR 
I NUMERICKI EKSCENTRICITET 

Parabola je geometrijsko mjesto tacaka, za koje 
je udaljenost od cvrste tacke, zarista, (fokusa) jed- 
naka udaljenosti od cvrstog pravca — ravnalice. 

Iz definicije parabole slijedi njena konstrukcija. (Vidi si. 119). 

Nanesemo li na os X duzine OF = OR = p/2 i uzmemo li da je F 
zariSte parabole, a pravac JRjRRo, koji je okomit na os X, njena ravnalica, 
bit ce prema definiciji parabole ishodiste O jedna tacka parabole. 




SI. 119 
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Nanesemo li na okomicu povucenu na os X kroz zariste F duzine 
FA X = FA 2 = p, dobit cemo jos dvije tafike A x i A 2 parabole, jer je prema 
slici 119; FA t = A t A\ = FR = p, i FA« — A 2 A' 2 = FR = p. Ostale tacke 
parabole dobit cemo tako da os X sijecemo okomicama K, K u K 2 itd. 
pa iz fokusa F, kao sredista, sijecemo te okomice kruznim lukovima polu- 
mjera RK } RK U RK 2 . . koji su jednaki udaljenostima tih okomica od 
ravnalice. Na taj nacin mozemo dobiti koliko god zelimo tacaka parabole. 

Duzina 2 p tetive koja je povucena kroz zariste F okomito na os 
parabole (os X) zove se parametar parabole, koji je takoder jed- 
nak cetverostrukoj udaljenosti zarista od vrha parabole. 

Parabola nema sredista, paseza numericki ekscentritet 
uzima omjer ordinate parabole u zaristu, tj. poluparametra p, i udaljenosti 
p zarista od ravnalice: 

e = — = 1 za parabolu. (75) 
P 



2. VRSNA JEDNAD2BA PARABOLE 



Iz svojstava parabole slijedi za koju god tacku T (x, y) te krivulje: 

FT = T A 

a kako na si. 119 vidimo da je FT hipotenuza pravokutnog A FT'T, dok 

je TA = T'R = — + x, dobivamo: 

2 




.2 pi 

y 2 + x 2 — p x + = — + p x + x 2 

4 4 



ili: y 2 = 2 p x 



(76) 



Toje vrsna jednadzba parabole, koju mozemo pisati i 
ovako: 

y = ± Vlpx (76a) 

Iz slike 119 vidi se priblizna konstrukcija parabole kojoj je zadana 
jednadzba y 2 = 2 px. Na os X nanese se />/2, pa se dobije zariste F,uF 
se konstruira okomica na os X na koje se nanesu gore i dolje polupara- 
metri p. Vidi takoder si. 120, na kojoj su konstruirane parabole kojima 
je 2p = 4, pa je p = 2 i p\2 = 1. 

Ako je parabola otvorena prema 1 i j e v o, ona ima jednadzbu 

y 2 = — 2px 

ili : , y 

y = ± V — 2 p x, 

jer za y dobivamo realne vrijednosti, pa dakle i ta£ke parabole, kad je 
izraz pod kori jenom pozitivan, a to je moguce samo f za negativne 
vrijednosti x. 



(76b) 
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Zamijenimo li u jednadzbama (76) i (76b) x sa y, aysa x. dobit cemo 
jednad/.be parabola: 




SI. 120 



3. PRAVAC I PARABOLA 



a) Jednadzbe tangente, normale i polare, povucenih u zadanoj 
tacki parabolc 



Na nacin koji je opisan kod kruznice i elipse dobiva se 
1) uvjetna jednadzba: 



P 



2 k I 



(77) 



kojoj moraju zadovoljavati koeficijent smjera k i odsjecak 
ca y = k x + Z, da taj pravac bude tangenta parabole y 2 
nate diralista tangente odreduju se iz formula: 



1 ha osi Y.prav 

2 px, a koordi 



/ 



x i = 



k 



y 



21 



(77a) 



17 B. Apsen: Repetitorlj elementarne matematike 
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2) jednadzba tangente u t a £ k i T, (x„ y x ) parabole 



y- = 2 p x ; 



yy x = p(x + x,) (78) 



ili u eksplicitnom obliku: 



P v , P x \ 

v = — ^ H 



pa je: 



k = — koeficijent smjera te tangente. (79) 



3) jednadzba normale u istoj tacki T t (x„ y x ) par a- 

bole: 

y-y { = -— (z — xj. (80) 



p 



4) jednadzba polare: 



yj/o = P + Xq)> ( 81 ) 



gdje su a: 0 i y Q koordinate pola P. (Vidi dalje si. 122.) 



b) Konstrukcija tangente u zadanoj tacki parabole 

Konstrukcija tangente na parabolu u zadanoj tacki T x krivulje osniva 
se na njenom svojstvu da je kut, koji zatvaraju u diralistu tangenta i radij- 
-vektor, jednak kutu izmedu radij-vektora i pravca povucenog kroz 
diraliste usporedno s osi X. (Vidi dalje primjer 1 i si. 121.) 



c) Jednadzbe tangenata povucenih iz zadane tacke izvan parabole 

Jednadzbe tangenata povucenih iz zadane tacke P (x 0 , y Q ) moZemo 
opet napisati na dva nacina i to pomocu uvjetne jednadzbe ili pomocu jed- 
nadzbe polare. (Vidi dalje primjer 2 i si. 122, na kojoj je takoder prikazana 
konstrukcija tih tangenata). 

Primjer 1. 

Treba napisati jednadzbe tangente i normale povucenih na parabolu y 2 = 6x 
u tafiki T, apscise x t = 3,5 i ordinate y x > 0. (SI. 121) 

p 

y 1 = 6 x; y z = 2px\ 2 p = 6; p = 3; — - 1,5, 

.r, - 3,5, daklc v„ s = ± |/6 . x, = ± ]/6 ■ 3,5 = ± = ± 4,58; y, = + 4,58. 

T, (3,5 ; 4,58). 
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Prema (78): 



4,58y = 3 (x + 3,5). 



Odatle: 



ili 



3x — 4,58y + 10,5 = 0 
y = 0,66x + 2,29. 



Prema (80): 



trazene jednadzbe 
tangente. 



4,58 = 



4,58 



ix - 3,5). 



Odatle: 



4,58x + 3y — 29,77 = 0 



ili 



V 



l,53x + 9,92. 



trazene jednadzbe 
normale. 



(Slika 121 prikazuje graficko rjeSenje toga primjera.) 




P( 



SI. 121 

Primjer 2. 

Treba napisati jednadzbe tangenata povuienih na parabolu y 
4. 2) i odrediti koordinate diraliSta tih tangenata (si. 122). 



2 = 5x iz tadke 



y s =■ 5x; y- = 2px; p 



1. nafin. 



Tangenta y = kx + I prolazi tafckom P, dakle 



2 



a prema (77): 



5 



4k + I, 
= 2kl. 



Iz toga sustava raCunamo 
k i I. 



17 
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Iz 1. jcdnadzbe slijedi: 



1 = 2 + 4k, 



(a) 



a uvrstenje u 2. jednadibu daje: 



2k (2 + 4k) 



ili: 



1 5 
k* + — k 

2 16 



= 0 



odatlc: 



ili: 



I 



± 



1 + 5 



16 16 



^1,2 ~~ 



I ± V 6 



Odatle; 



k, = 0,3624 = 0,36, k t = —0,8624 = — 0,86 



Prema (a): 



I, = 3,4496 = 3,45 tj = — 1,4496 = — 1,45. 



UvrStenje u y = kx + I daje: 



y = 0,36x + 3,45 
y = — 0,86x — 1,45 



trazene jednadibe 
tangenata. 



(77a): 



Koordinate diraliSta Ti (x„ y,) i T. (x„ y t ) tangenata dobivamo pomo6u formula 



za tangentu t t : 



i 



3,4496 
0,3624 



= 9,52 



y x = 2-3,4496 = 6,90; 



za tangentu t 2 : 



1,4496 



x 2 = 



0,8624 



= 1,68 



2 . 1,4496 = — 2,90 



DiraliSta tangenata: 



T, (9,52; 6,90) 
T 2 (l,68; —2,90). 
(Vidi si. 122 na kojoj je taj primjer prikazan grafiiki.) 



2. na£in. 

Prema (76) 
liSta tangenata: 



i (81) dobivamo dvije jednadzbe za odredivanje koordinata dira- 



y f = 5x 



2 v = — (x — 4) 



y* = 5x 

4y = 5x — 20 



(a) 



260 



UvrStenje prve jednadibe u drugu daje: 



odatle: 



V : — 4y — 20 = 0. 



ili: 
ili: 



V„ 2 = 2 ± /4 4- 20 
V„ } = 2 ± 4,90 



6,90; yj = _2,90 



a prema (a): x, = 9,52; x t = 1,68 
Dakle su diralista tangenata T, (9,52; 6,90) i T, (1,68; 



2,90) 




SI. 122 



5 

UvrStenje koordinata diralista i p = — u formulu (78) daje trazcne jednadzbe 



tangenata: 



6,90y 



5 



(.t 4- 9,52) 



2,90y 



(x 4- 1,68) 



iU: 



y = 0,36x 4- 3,45 
y = — 8,86x — 1,45 



(Vidi si. 122.) 
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d) Konstrukcija tangenata povucenih iz ta£ke izvan parabole 



Slika 122, na kojoj je primjer 2. rijesen graficki, prikazuje tu kon- 
strukciju. 

Luk kruznice koja je opisana iz P, a ide zaristem F, sijece ravnalicu 
R parabole u suprotistima S t i 5 2 . Pravci kroz S x i S 2 usporedni s osi 
X sijeku parabolu u diralistima T x i T 2 trazenih tangenata. 



e) Dijametri parabole. Konstrukcija parabole kojoj su zadani dijametar 
i jedna polara * 

Iz jednadzbe polare (81): yy 0 = p (x + x 0 ) vidimo da njen koeficijent 

smjera k = — ne ovisi o apscisi pola x 0 , vec samo o ordinati y Q . Iz toga 

vo 

slijedi da polovima, koji leze na pravcu usporednom s osi parabole, odgo- 
varaju usporedne polare. Taj pravac zove se dijametar parabole 
(si. 123). Dijametar raspolavlja tetive parabole koje su povucene uspo- 
redno s tangentom, odnosno polarom. 




SI. 123 



SI. 124 prikazuje konstrukciju parabole kojoj su za 
dani dijametar i jedna polara. 



f) Konstrukcija parabole pomocu tangenata 

SI. 125 prikazuje najjednostavniji nacin konstrukcije parabole. 

Istodobno s odredivanjem tafaka parabole na nadin koji je opisan 
u 1. poglavlju ovog §-a, odreduju se sjecista tangenata s osi parabole, pa 



262 



dakle i tangente na parabolu, a usput se dobivaju i sjecista normale 
s torn osi. 



g) Plostina parabolc 



Prema si. 119: 



P 



4 



3 



x ■ 2 v 



3 



x v 



/ 



B 



n 



JU 



IF 



IF 




SI. 124 



4. POPIS FORMULA I UPCTE ZA RJESAVANJE ZADATAKA U VEZI 



S PARABOLOM 



Zadana parabola 
jednadzba glasi: 



i m a v r h u i s h o d i s t u (0, 0), te njena 



y 



2px. 



A. Zadano je diraliste T, (x„ yj tangente. 
1. Jednadzba tangente: 



p {x + x x ) 



2. Jednadzba normale: 



y — vi 



k 



(-v-.v,), 
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gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente 
izrafunate prema 1. 

B. Diraliste tangente nije zadano. 
1. Jednadzba tangente: 

Nepoznanice k i I odreduju se 

1) iz uvjetne jedandzbe: 



y 



kx + I 



p = 2kl 



i 



2) iz jos jedne jednadzbe, koju treba napisati prema onome 
sto je u zadatku zadano. 

2. Koordinate diralista (x lf y x ) tangente mogu se od- 
rediti na dva nacina: 



1) pomocu formula: 



/ 



.v 



3'i 



k 

21 



u koje se za k i I uvrste vrijednosti izracunate prema 1. 

2) rijese se zajedno jednadzba zadane parabole i jednadzba tan 
gente izracunate prema 1. 

Kontrola racuna: diskriminanta D = 0. 




SI. 125 
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3. Jednadzba normale u diralistu (x,, jy,): 

k 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe izracunate 
prema 1. 

C. Jednadzba polare 

yy 0 = p (x + x 0 ), 

gdje su x 0 i y 0 koordinate pola. 

Rijesi li se sustav od jednadzbe polare i jednadzbe parabole, dobiju 
se koordinate diralista tangenata iz pola P. Dalje se postupa kako je 
pokazano pod A, pa se i na taj nacin mogu odrediti jednadzbe tangenata 
na parabolu iz zadane tacke P izvan parabole. 

Vec smo spomenuli: 

1) da je parabola y- = 2px\ kojoj je os simetrije os X, otvorena 
prema d e s n o, dok je parabola y 1 = — 2px otvorena prema 1 i j e v o, 

2) da je parabola x 2 = 2py, kojoj je os simetrije os Y, otvorena prema 
gore, dok je parabola x 2 = — 2py otvorena prema d o 1 j e. Vidi si. 120, 
na kojoj su prikazane parabole y 2 — 4x i y' 2 = — 4x, a takoder parabole 
x- = 4y i x 2 = — 4y. 




SI. 126 

IzvrSimo li translaciju parabola y 2 = 2px i y' 2 = — 2px, odnosno pa- 
rabola x 2 = 2py i x 2 = — 2py, za duzinu m duz osi X i za duzinu n duz 
osi Y, glasit ce jednadzbe tih parabola s obzirom na formule 5a): 

( y — n )2 = 2p (x — m) i (y — n) 2 = — 2p (x — m) (a) 
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odnosno: 

( X _ m )2 = 2p(y — n) i (x — m) 2 = — 2p (y — n) (b) 
Vidi si. 126 i 127. 



y 




SI. 127 



Prikazemo li jednadzbe parabola (y — n) 2 = 2p (x — m) i (x — m) z = 

= 2p (y — n) 

u obliku: y- — 2ny — 2px + (n 2 + 2pm) = 0 
odnosno: x 2 — 2mx — 2py + (m 2 + 2pn) = 0 

i oznacimo li koeficijente od x s 2D, koeficijente od y s 2E, a slobodne 61a- 
nove s F, glasit ce jednadzbe parabola: 

xf + 2Ey + 2Dx + F = 0 (c) 

odnosno: 

x 2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 (d) 

U jednadzbu (c) ne ulazi clan sa x 2 , pa je mozemo prikazati u obliku 

(a) , dok u jednadzbu (d) ne ulazi 61an sa y 2 , pa je mozemo prikazati u obliku 

(b) . lz toga slijedi: jednadzba (c) predo£uje parabolu kojoj je os simetrije 
usporedna s osi X, a otvorena je prema desno, odnosno prema lijevo, dok 
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jednadzba (d) predocuje parabolu kojoj je os simetrije okomita na os X, 
a otvorena je prema gore, odnosno prema clolje. 

Primjeri: 

1. Konstruiraj parabolu 

y* + 6y + 4x -1- 1 = 0 

(V 2 + 6y + 9) = — \x — 1+9 

(y + 3)* = -4(x — 2) 

V(2 ( — 3); 2p = 4; p = 2; — = 1. 



Vidi si. 128. 




SI. 128 

2. Konstruiraj parabolu 

x'- + 2x — 6y + 13 = 0 

(x* + 2x + 1) = 6y— 13 + 1 

(x + 1) ! = 6(y — 2) 

V(— 1,2); 2p = 6; p = 3; ^ = 1,5. 

Vidi si. 129. 

3. Odredi jednadzbu parabole kojoj je vrh V (—2, —3), a prolazi 
ta£kama A (0, — 4) i B ( — 4, — 4), pa je konstruiraj. 

Iz koordinata zadanih tacaka parabole slijedi da je os parabole oko- 
mita na os X, pa jednadzba parabole glasi: 

(x+2)* = 2 P (7/+.3) 
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SI. 129 

Da bismo odredili 2 p. uvrstimo koordinate tacke A (0, 
B ( — 4. — 4) u gornju jednadzbu. Dobivamo: 



(0 + 2) 2 = 2 p (— 4 + 3) 



odatle je: 



2p 



4 



pa jednadzba zadane parabole glasi: (x + 2) 2 

Slika 130 prikazuje tu parabolu. 



4 (y + 3) 



4) ili 



I 



-2 




r 




SI. 130 
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§ 12. OPCENITO O KRIVULJAMA DRUGOG REDA 

ILI PRESJECIMA STOSCA 

1. PRESJECI STOSCA 

Sijecemo li plast stosca ravninama R, koje ne prolaze vrhom stosca, 
nastaju presjecne krivulje i to (vidi si. 131): 




SI. 131 



1) kruznica ili e 1 i p s a, ako ravnina sijece sve izvodnice 
stosca. U sludaju kruznice ravnina f?, je usporedna s osnovkama stosca, 
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jer je njezin prikloni kut f3 A = 0. U slucaju elipse ravnina R 2 ima prikloni 
kut |3o, koji je manji od priklonog kuta a izvodnica stosca. 

2) parabola, ako je ravnina R- A usporedna s jednom izvodnicom 
stocca. Tada je (3 3 = a. 

3) h i p e r b o 1 a, ako je ravnina R 4 usporedna sa dvije izvodnice 
stosca. Tada je (3 4 > a. 



2. OPCA JEDNAD2BA presjeka STOSCA u pravokutnim koordinatama 

Ta jednadzba glasi: 

Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 + 2 Dx + 2 Ey + F = 0. (82) 



Znamo vec da ta jednadzba predocuje; 

1) kruznicu u opcem polozaju, ako je A = 1, C = 1 i B = 0 
(vidi jednadzbu 28) ili ako je A = C i B = 0; osim toga mora biti 
D- + E 2 > F nakon transformiranja jednadzbe u oblik (28); 

2) e 1 i p s u ili hiperbolu, koja je translacijom prenesena iz 
sredisnjeg polozaja, ako je B = 0, tj. ako u jednadzbi (82) nema clana s 
xy y pri cemu je za elipsu potrebno da su koeficijenti A i C istog predznaka 
(vidi jednadzbu 48), a za hiperbolu protivnog. 

Sadrzi li prema tome jednadzba oblika (82) i clan sa xy, ona predo- 
cuje elipsu, parabolu ili hiperbolu u opcem polozaju (tj. uz translaciju 
krivulje izvrsena je i rotacija) i to: 



elipsu, ako je AC — B 2 > 0 

hiperbolu, ako je AC — B 2 < 0 
parabolu, ako je AC — B 2 = 0 



(83) 



Jednadzbe krivulja kojima je srediste u ishodistu, nemaju linearnih 
clanova, tj. clanova sa x i y. [Vidi jednadzbe (25), (45) i (63)]. 



3. REDUKCIJA OPCE jednadzbe krivulja drugog reda 

Redukcija se sastoji u tome da se translacijom i okretanjem koordi 
natnog sustava zadana opca jednadzba: 



Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 + 2 Dx + 2 Ey + F = 0 

svede na najjednostavniji oblik, u kojem se osi simetrije krivulje poduda- 
raju s koordinatnim osima, tj. na sredisnji, a za parabolu na vrsni oblik. 

a) Postupak za elipsu i hiperbolu (Vidi si. 132) 



1) odreduju se koordinate x 0 , y 0 sredista 5 krivulje: 
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Vo 



BE — CD 
AC — B 2 

BP — A E 
A C — B 2 



(84) 



2. Translacijom prenosi se koordinatni sustav XOY u polozaj X'SY' 
da se uklone linearni clanovi. 

S obzirom na taj novi sustav X'SY' jednadzba krivulje prima oblik: 



gdje je: 



G 



Ax' 2 + 2 Bx'y' + Cy' 2 + G = 0, 
Ax 2 + 2 Bx 0 y Q + Cy 2 + 2 Dx Q + 2 Ey Q + F 



(85) 




SI. 132 



3) IzraCuna se siljati kut a, koji zatvara s osi X' jedna od osi sime- 
trije krivulje i to prema formuli: 



tg 2 a 



IB 



A—C 



(86) 



4) Koordinatni sustav X'SY' okrene se za taj siljati kut a u polozaj 
X 'SY" da se ukloni clan s xy, pa se dobije sredisnji oblik jednadzbe zadane 
krivulje: 



A'x" 2 + Cy" 2 + G = 0; 
gdje je: A' = A ■ cos 2 a + B-sin2a + C- sin 2 a 



C 



A ■ sin 2 a — B ■ sin 2 a + C • cos 2 a 



G vidi (85). 



(87) 



Time je redukcija jednadzbe krivulje drugog reda dovrsena, te se krivulja 
moze lako konstruirati. 
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Primjedba: Polozaj velike osi elipse 
obzirom na koordinatni sustav X'SY\ moze se 
se prema formuli : 



ili glavne osi hiperbole s 
unaprijed odrediti tako da 



tg a 



1 



C — AT Y(C — A) 2 + 4B 

IB 



(88) 



izracuna kut a, koji velika, odnosno glavna os krivulje, zatvara s osi 
X* ili X f pri cemu se u toj formuli ispred drugog korijena uzima: 

a) za elipsu: gornji predznak, ako je u (85) G negativan, odnosno 
donji predznak, ako je G pozitivan, 

(5) za hiperbolu obratno, tj. gornji predznak za G > 0, 

donji predznak za G < 0. 

Na taj nacin moze se takoder ispitati da li je krivulja narisana u pra- 
vilnom polozaju. 



b) Postupak za parabolu 



(Vidi si. 133) 



1) Izracuna se kut a, koji zatvara s + osi X os parabole: 



tg a 



B 



C 



A 
B 



(89) 



(za tg a > 0, a se uzima u prvom, a za tg a < 0 u drugom kvadrantu). 



2) Koordinatni sustav XOY okrece se za taj kut a u polozaj X'O Y\ 
S obzirom na taj koordinatni sustav X'OY' jednadzba parabole glasi: 



C y" 2 + 2 D' x + 2 E* y + F = 0, 



gdjesu: C = A + C 



D' = D • cos a + E • sin a 



E' 



E • cos a — D • sin a. 



(90) 



3) Izracunavaju se s obzirom na koordinatni sustav X'OY' koordi- 
nate x\ i y' 0 vrha V parabole: 



x o 



v'o 



E- — CF 
2C D' 

E_ 



(91) 
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4) Koordinatni sustav X'OY' prenosi se translacijom u polozaj 
X"V Y", pa jednadzba parabole prima vrSni oblik: 



$ t 

y 



2D' 

c 



f f 



Prema tome je parametar parabole: 



(92) 



2p 



2D' 
C 



(92a) 




Primjer 1. 



SI. 133 



Treba provesti redukciju jednadibe: 



4x l — 5xv + 2y* + 2x — 5y + 3 = 0 

i narisati krivulju zadanu torn jednadibom (si. 134)! 
Prema: 



,Ax* + 2 Bxy + Cy s + 2 Dx + 2 Ey + F = 0 



imamo 



A = 4; B 



5 

2 ' 



C = 2; D = 1; E = 



5 
2 



F = 3 



AC — B* = 8 



25 32 25 7 



4 



4 



4 



> 0 . . . elipsa prema (83). 



IB B. Apsen: RepetltorU elementarne ma tenia tike 
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1) Prema (84) koordinate sredista S krivulje: ■ 



4 ~ 17 



= 2,43 
7 



S (2,43; 4,29) 



| + , ° 30 
y 0 = -y- = + j = 4,29. 



4 



2) Prema (85): 



G = 4 • 5,90 — 5 • 10,42 + 2 • 18,40 + 2 • 2,43 — 5 • 4,29 + 3 
G = —5,32 

4 i'« - 5 x' y' 4- 2 y' 2 — 5,32 = 0. 
To je jednadzba elipse s obzirom na koordinalni sustav X'SY' 



Prema (86): 



— 5 

tg2u = = —2,50. 

4 — 2 
(2a)„ = 68° 10' 

2a = 180° — 68° 10" = 111 0 50' 

a = 55° 55'. 



4) Prema (87): 



sin a = 0,83; sin* a = 0,69 
cos a = 0,56; cos 1 u = 0,31 

sin 2 a = sin 111 0 50' = cos 21° 50' = 0,93. 

A' = 4 • 0,31 — 2,5 ■ 0,93 + 2 • 0,69 = + 0,30 

C = 4 • 0,69 + 2,5 • 0,93 + 2 • 0,31 = + 5,70 

G = — 5,32 (vidi gore). 

0,30 x" 2 + 5,70 y" s — 5,32 = 0 / : 5,32 



x' 2 v' 2 



ili: 





+ 




5,32 


5,32 


0,30 




5,70 






y' 2 




+ 



= 1. 



17,73 0,93 



I. 



To je trazena srediSnja jednadzba elipse s obzirom na kordinatni sustav X*SY 



Odatle: 



velika poluos elipse a = V 17,73 = 4,21 
mala poluos elipse b = ^0,93 = 0,96. 
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Pokus: Prema (88): 

- 2 - V4 + 25 
tg a, = — ^ = + 1,477 

(uzet je predznak — , jer je G < 0). 

a, = 55° 55' je kut koji velika os elipse zatvara s osi X' ili X (vidi si. 134). 

(Sve je rafunato pomocu logaritamskog ra6unala). 




SI. 134 

Prim jer 2. 

Treba provesti redukciju jednadzbe 

2,8 x 2 — 4,2 x y — 5 y 1 + 6 x — 3 y + 1 = 0 

i narisati krivulju zadanu torn jednadzbom (si. 135). 

A = 2,8; B = — 2,1; C = — 5; D = 3; £ = -1,5; F = 1. 
AC — B 2 = — 14,00 — 4,41 = — 18,41 < 0 . . .hiperbola prcma (83). 
1) Prema (84): 

3 > 15 + 15 = _J8 1 15 = _ 
V ° —18,41 18,41 

S (—0,99; + 0,11) 

- &3 + 4,1 _ ^1, 

^° -18,41 —18,41 

275 



2) Prema (85): 

G = 2,8-0,98 + 4,2 -0,11 — 5-0,01 —6-0,99 — 3-0,112+ 1 

G = —2,12 
2,8 z'» — 4,2 x' i/' — 5 y' 1 — 2,12 = 0 
jednadiba hiperbole s obzirom na koordinatni sustav X'SY'. 



3) Prema (86): 



4,2 

tg 2<x=— — = — 0,54 

1,0 

2 a = 180° — 28° 20' = 151° 40' 

a = 75° 50' 



4) Prema (87): 



sin a = 0,97; sin* a = 0,94 
cos a = 0,24; cos 1 a = 0,06 
sin 2 u = sin 151° 40' = cos 61° 40" = 0,47 
A' = 2,8 • 0,06 — 2,1 ■ 0,47 — 5 • 0,94 = — 5,52 
C = 2,8 • 0,94 + 2,1 • 0,47 — 5 • 0,06 = + 3,32 
G = —2,12 (vidi gore). 



— 5,52 X"* + 3.32 y" 1 — 2,12 = 


= 0/ : 


2,12 


x' 2 


V ' 




2,12 H_ 


2,12 


= 1, 


5,52 


3,32 




x' 2 

r a + 


y" 2 


= I. 


0,38 


0,64 





To je traiena srediSnja jednadiba hiperbole s obzirom na koordinatni sustav X"SY 
Odatle: 



sporedna poluos hiperbole a = /0,38 = 0,62 



glavna poluos hiperbole b = /0,64 = 0,80 



Pokus: Prema (88): 

- 7,8 + V60 3 84 + 17,64 
tg a, = '—^ - 0,25 

(uzet je predznak +, jer je G < 0). 

a, = 180° — 14° 10' = 165° 50' = kut koji glavna os b hiperbole z a t v a r a s osi 

X ili X. 
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(Vidi si. 135). 




SI. 135 

Primjer 3. 

Treba provesti redukciju jednadibe: 

4x J — 12xy + 9y* + 6x + 9y + 2 = 0 

i narisati krivulju zadanu torn jednadibom (si. 136)! 

A = 4; B = — 6; C = 9; D = 3; E = 4,5; F = 2. 

AC — B f = 36 — 36 = 0 — parabola prema (83). 

1) Prema (89): 

tga = + - = y= 0,67 

a = 33° 50'. 

2) Prema (90): 

sin a = 0,56; cos a = 0,83 
C = 4 + 9 = 13 

D' = 3 • 0,83 + 4,5 • 0,56 = 5,01 

£' = 4,5 . 0,83 — 3 • 0,56 = 2,06. 
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1,3 v' 1 + 10.02 x' + 4,12 y' + 2 
sustav X'OY'. 



= 0 



jednadzba parabole s obzirom na koordinatni 



Vo 

a 




0,17 
0,16 
33° 50' 



SI. 136 



Prema (91): 



2,06= — 13-2 

.v' 0 = = —0,17 

213-5,01 

V (—0,17; —0,16) 

2,06 

J''u = - — = -0,16. 



4) Prema (92): 



2-5,01 

v * = .v 

13 

y"2 = — 0,77X". 



To je trazena vrsna jednadzba parabole s obzirom na koordinatni sustav 
X'*VY". (Vidi si. 136.) 



4. OPCA JEDNAD2BA PRESJEKA STOSCA U POLARNIM KOORDINATAMA 



Ta jednadzba glasi: 



P 



1 — z cos <p 



(93) 
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Tu je: 



p — zadana pozitivna konstanta ( poluparametar p 



6 2 



a 



e — numericki ekscentricitet krivulje. 



Prema tome jednadzba predocuje: 
za 0 < e < 1 elipsu 



za e 



0 kruznicu 



za f > 1 hiperbolu 
za e = 1 parabolu 



[vidi (42a)] 

[vidi (43)] 

[vidi (61)] 

[vidi (75)] 



Pol koordinatnog sustava nalazi se za elipsu u lijevom, a za hiperbolu 
u desnom zaristu. Polarna Gs se podudara s onom osi krivulje na kojoi leze 

zarista. 



Primjer: Treba narisati krivulju 



15,2 



3 — 1,8 cos 9 



i izvrSiti prijelaz na pravokutni koordinatni sustav! 

Da bismo dobili oblik (93), brojnik i nazivnik desne strane podijelimo sa 3 



5,07 



r 



1 — 0,6 cos <p 



e = 0,6 < 1, dakle elipsa prema (42a). 
RaJunamo pomocu logaritamskog racunala jedan stupac za drugim: 




0° 
10° 

20° 
30° 
50° 
70° 

90° 
110° 
130° 
150° 
160° 
170° 
180° 
190° 
200° 



+ 1,00 
+ 0,98 
+ 0,94 
+ 0,87 
+ 0,64 
+ 0,34 
+ 0,00 
-0,34 
-0,64 

- 0,87 

- 0,94 

- 0,98 

- 1,00 

- 0,98 
-0,94 



0,6 cos 9 1 — 0,6 cos 9 



+ 0,60 
+ 0,59 
+ 0,56 
+ 0,52 
+ 0,38 
+ 0,21 
+ 0,00 
-0,21 
-0,38 

-0,52 
-0,56 
-0,59 
- 0,60 
-0,59 
-0,56 



+ 0,40 
+ 0,41 
+ 0,44 
+ 0,48 

+ 0,62 
+ 0,79 

+ 1,00 
+ 1,21 
+ 1,38 

+ 1,52 
+ 1,56 
+ 1,59 
+ 1,60 
+ 1,59 
+ 1,56 



+ 12,7 
+ 12,3 
+ 11,5 
+ 10,6 
8,2 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



6,4 

5,1 
4,2 
3,7 
3,3 

3,25 
3,19 
3,17 
3,19 
3,25 
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Dalje se vrijednosti ponavljaju, jer je elipsa simetritna na polarnu os. (Vidi 

si. 137) 




SI. 137 



Prijelaz na pravokutne koordinate. 

Jz slike: 1) 2a = r(0°) + r(180°) = prema tablici = 12,7 + 3,17 = 15 t 87. 
odatle a = 7,94; a 2 = 63,04. 

2) p = r(90°) = prema tablici = 5,1 

Prema (44): p = — odatle b l = pa = 40,5; b = 6,36 i prema (45a) 

a 

x 2 v 2 

+ — — =1 — jednadzba iste elipse u pravokutnom koordinatnom sustavu. 

63,04 40,5 

Na isti naiin izracunavaju se tacke hiperbole i parabole i konstru- 
iraju te krivulje. Dobije li se za r negativna vrijednost, ona se nanosi 
na pripadnu poluzraku u suprotnu stranu, tj. uzetom polarnom kutu cp 
dodaje se 180°. 
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r 



